Asymptoter LCB ht 2008

(ersétter avsnitt 2.5.1 i Persson-Boiers)

Betrakta en funktion f definierad fér = > xg. Vi &r intresserade av att ge en lite mer
precis beskrivning av funktionens uppforande for stora x dn att bara séiga att gransvardet
existerar eller inte existerar. Mer precist vill vi undersoka om funktionskurvan y = f(z)
ansluter val till nagon linje y = ax + b for stora x. Se figuren.

kurva y= f(x)

=

asymptot

~ v

7

Vi infor féljande terminologi.

DEFINITION 1. En rét linje y = ax + b kallas asymptot till kurvan y = f(z) dd x — oo
om
f(z) —(ax+b) — 0 dad = — oo.

P& motsvarande sétt talar man om en asymptot da x — —oo.
Beteckna skillnaden f(z) — (az + b) med g(x). Att linjen y = ax + b &r asymptot till
kurvan y = f(x) da x — oo innebér tydligen att vi kan skriva

(1) f(z) = ax +b+g(x)
dér g(z) — 0 d& = — oc.

Exempel 1. Vi vill undersoka funktionen f(x) = 22 %3 Differensen g(z) ovan ar
T

2z +3

—(am+b):—ax+(2—b)+%

g9(z)

Det ar klart att 3 — 0 da x — oo. Vi far tydligen gransvirdet 0 om och endast om a = 0

xr
och b = 2. Slutsatsen blir att linjen y = 0 -2 + 2, dvs. y = 2, dr asymptot till kurvan.
Vi kunde naturligtvis ha insett detta snabbare genom en polynomdivision. En saddan

ger ju att
3
—24°
fla)=2+2,

svarande mot omskrivningen (1) ovan. O
1
Exempel 2. Kurvan y = o> 0, har asymptoten y = 0 (z-axeln), eftersom

1
——(0-24+0)—0 da x — oo.
x



Exempel 3. Kurvan y = arctan x har /2
asymptoterna y = g dd x — oo och
Y= —g dad z — —o0. O

—m/2

I sjélva verket &ar det naturligtvis sa att sa snart f har ett gréansvirde b da x — oo ar
linjen ¥y = b asymptot. Man kallar sddana asymptoter vagrata. Begreppet asymptot &r
mer intressant nér det blir fraga om en linje med riktningskoefficient skild fran noll.

Exempel 4. Betrakta kurvan

x 4z
y= @ =53+ ooy
Denna har formen (1) med a = %, b= —3 och

4
4z T
g(@) = 5—=—"+

e+ 1 1

1+ 2

Vi ser att g(x) — 0 nédr z — oo. Linjen y = g — 3 &r alltsd asymptot.

Kurvan har fér > 0 foéljande utseende:

)

Exempel 5. Bestdm eventuella asymptoter i oo och —oo till kurvan y = f(x) om

a3+ 222 — 20 — 2
z2 -2 '

fz) =

Losning: Efter polynomdivision far vi att

r)=x+2 .
Pa samma satt som i exempel 4 ser vi att linjen y = x + 2 dr asymptot da x — ooc.

Undersoker vi vad som hénder d& £ — —oo far vi samma resultat; linjen y = x + 2 ar

asymptot. ]



Exempel 6. En skenbart obetydlig modifiering av funktionen f i exempel 5 till

_m4+2$2—2x—2

f2(x) x2 =2
leder efter polynomdivision till
2z -6
2
= 4— .
folw) =a” +4 - —5—
. .. . . 2¢ —6 R
Man ser ldtt (forkorta med nédmnarens dominerande term) att — 5 0da z — oo.
2 —

Kurvan y = fo(x) nirmar sig alltsa parabeln y = 22 + 4 da x — oo. Den kan dirmed inte
nirma sig négon rat linje.
Vi far samma resultat i —oo. Kurvan saknar asymptoter. O

Anmirkning. Ibland tillater man sig att i situationer som denna kalla y = 22 + 4 for en
asympototkurva. Vi anvinder dock inte denna terminologi hér.

I exempel 5 &r samma linje asymptot savil i oo som i —co. Exempel 3 visar att det
inte alltid behover vara sa. Det kan till och med intraffa att en kurva har asymptot i det
ena fallet men inte i det andra. Detta illustreras av nésta exempel.

Exempel 7. Kurvan y = e* har asymp-
toten y = 0 d& x — —oo eftersom e* — 0
da.

Fallet £ — oo ar annorlunda. En even-
tuell asymptot y = ax+b skulle ju uppfylla
villkoret att

e’ —(ax+b) —0 da x — oc. _

Men detta ar orimligt, eftersom ett stan-

dardgrénsvéarde utsager att e vixer snab- /
O

bare &n varje potens av x da x — oo.

Exempel 8. I annat sammanhang har en hyperbel definierats som en kurva som i ett
lampligt koordinatsystem har en ekvation

2 2
L )
(2) PrA =1,
dér a och b ar positiva tal. Ersétter man hoger led i (2) med 0 far man en kurva som kan
skrivas

b
Y= —x
2 2 a
x Y z Y z Y
[ IR
a? b2 a b/ \a b eerb
y=—-=x
a

Den geometriska betydelsen ar tydligen tva rata linjer. Dessa brukar kallas for hyperbelns
asymptoter. Vi ska nu se att det finns fog f6r denna bendmning.



Genom att dela upp i de tva fallen y < 0 och y > 0 kan vi i (2) l6sa ut y som funktion
av x. Vi far darmed tva funktionskurvor, for vilka vi kan undersdka om definitionen av
asymptot ar uppfylld. I sjdlva verket &r ju ekvationen (2) symmetrisk med avseende pa
savil x som vy, s& det riacker att gora rikningarna i férsta kvadranten. Fér > 0 och y > 0
ar (2) ekvivalent med att

Vi ska visa att linjen
b
y=-=x
a

ar asymptot till denna kurva da x — +oo. Enligt definitionen behéver vi visa att

LEQ

gx)=b/= -1 - -2 — 0 da = — oc.
a a

Forlanger man med konjugatuttrycket far man
2
b—z z2—b — b2
g(w) = < = - :
22 b 22 b
b\/ = -1+ -z b/ = -1+ -z
a? a a? a

Hér syns det tydligt att g(z) har grinsvirdet 0 da © — oo. Darmed har vi visat att y = b x
a

2
2 b7 o
2

ar asymptot till kurvan (3) i forsta kvadranten.

Undersokning av hyperbeln i de andra kvadranterna leder av symmetriskal till motsva-
rande resultat. Vi har alltsa bevisat att hyperbeln, uppfattad som fyra funktionskurvor,
har de tva linjerna y = +— x som asymptoter. Nar man ska rita en hyperbel &r det alltid

a

fordelaktigt att forst rita dessa. D& har man ett stod for att rita kurvan langt borta; den
ska ju nérma sig asymptoterna.

1 .. .
=P gar mot co da x — 2. Man séger i denna
7

situation ibland att linjen x = 2 &r lodrdt asymptot till kurvan y = f(x). Observera att
det inte &r tillrackligt for detta att ndmnaren &r noll da x = 2. Detta géller ju ocksa for

Anmaéirkning. Funktionen f(z) =

—2)3 . . .
g(x) = Ei_2§2, men denna funktion kan skrivas om till g(z) = z—2 och har alltsa en
hévbar diskontinuitet i 2. — I bada dessa fall sdger man att funktionen har en singularitet

1x=2.



