Dag 11. Riemannsummor och integraler

Rekommenderade uppgifter

5.2.2 Dela upp intervallet [0, 3] i lika stora delintervall och anvénd rektanglar med dessa
delintervall som bas for att berdkna arean av omradet under y = 2x 4+ 1, 6éver y = 0,
samt mellan £ = 0 och = = 3.

Vi delar forst upp intervallet [0,3] i n st delintervall med lika langder.

\
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x9=0 T 2 3 Tp—1 3=1Ty

Fran den forra uppgiften far vi ett uttryck for delintervallens &ndpunkter,

3-0 3
n _n.

z;, =0+1-

Om vi later arean av delrektangeln, med (z;, z;41) som
bas, betecknas med A;, da ar

Ai = basen - hOJdeH = (l‘i+1 — SCl) . f(IZ) . )

Eftersom vi har ett explicit uttryck for x; och x;41 sa
kan vi dven stélla upp ett explicit uttryck for A;,

i+ 1 j j Ai ¢ flw
Ai:(M—%»(Zﬁ—i—l) (z:)
n n n
3 /6i 18 3
n \n n n
Omradets exakta area A kan vi approximera med sum- T; Titt
man av delrektanglarnas area,
n—1 n—1 .
18 3
Axy =3 (—+2)
i=0 i " "
189 3 18 n(n-1) 3 n—1
=E it I=g Ty =0T s,
i=0 i=0

Om vi later antalet delrektanglar n 6ka sé borde vi fa en allt battre approximation
av den verkliga arean A. I gransfallet n — oo far vi den exakta arean,
-1
A=1tim (3+9° =) =34+9=12.
n

n—oo

5.2.10 Dela upp ett intervall i lika stora delintervall och anvénd rektanglar med dessa
delintervall som bas fér att berikna arean av omradet 6ver y = 22 — 22 och under y = 0.

Lat oss forst rita upp omradet. Funktionen y = 2 — 2z ir en typisk andragrads-
funktion. Genom att kvadratkomplettera far vi att

y=(x—1)%-1.

I detta uttryck ser vi direkt att minimum finns i z = 1 dar y = —1 och att y — oo
d& x — Fo0o. Ritar vi upp grafen har den en typisk parabelform
Yy

N/,

2

Vi soker arean av det grafirgade omradet ovan. Omradet begréinsas i z-led av de
tva z-virdena dir kurvan y = 22 — 22 skir y = 0, d.v.s.

22 —2x=0 = =0 eller z=2.

Vi delar upp z-intervallet [0,2] i n st delintervall med lika ldngder.

x9g=0 T To T3 Tp_1 2=ux,

Ett uttryck for delintervallens &ndpunkter {z;} ar

. 2-0 2
zi=0+1 —— = —.
n n



Om vi later A; beteckna arean av den delrektangel med T;  Titl
(24, m;41) som bas, da ar (

l“i) : (*f(xi))-

A; = basen - hojden = (2,11 —

Ett explicit uttryck for A; ar
. 2 2 24\ 2 27
(6+02-2)- (-(2)'+22)
n o n n n
2 (42 2 4 )
n\n n?

Omradets exakta area A approximerar vi med summan
av delrektanglarnas area,

—f@i) {| Ai

A;

n—1 n—1 n—1
2 (4i o, 4N 2 4 /4 4
Ary A=y o (-E) = s X (H-0E + (R -52)1)
=0 =0 1=0
n—1 n—1
8 8 8
= w0 () B

8 n(n—1)(n—2) 8 8\nn—1) 4 4
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Nér vi later antalet delrektanglar n — oo far vi den exakta arean

il )=

5. 3 2 Lat P, vara partitionen av intervallet [0, 4] i n st delintervall med lika langd Axz; =
b=a Beréikna L(f, Py) och U(f, Ps) fér f(z) = 2°.

Under- och 6versumman &r

f7 P4 ZmzAmu

f7P4 ZMAIM

dar m; och M; ar f:s minsta respektive storsta virde i de olika delintervallen [0, 1],
[1,2], [2,3] och [3,4].

Eftersom f(z) = 2? dr striingt viixande i [0,4] antas m; och M; i delinterval-
lens vanstra respektive hogra éndpunkter. Vi far

mo= f(O) =0 mo = f(2) =4
Mo= f(1) = My= f(3) =9
mi= f(1) =1 ms= f(3) =9
Mi= f2) =4 Ms= f(4) = 16

och summorna blir

L(f,P)=0-1+1-1+4-1+9-1=14
U(f,Ps)=1-1+4-14+9-1416-1=230
y y

\
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L(f, Py) U(f, Ps)

5.3.10 L&t P, vara partitionen av intervallet [0,4] i n st delintervall med lika l&ngd
Az; = =2 Berdikna L(f, P) och U(f, P,) fér f(z) =
Visa att

lim L(f, P,) = hm U(f,Pn).

n— oo

Darmed é&r f integrerbar i [0, 3]. Varfér? Vad &r / flz)dx ?

Under- och éversumman ar
n—1
Pn) = Z miAxi,
i=0
n—1
i=0



dar m; och M; ar f:s minsta respektive storsta véirde i de olika delintervallen.
Eftersom f(x) = e ar en stringt vixande funktion antas m; och M; i delinterval-
lens vanstra respektive hogra dndpunkter. Andpunkterna ér z; = 0 + i% = %
sa vi far

M; = f(zip1) = exp((i +1) %) = exp<% + %) — m; 3,
Alltsa ar
n—1 3 3 n—1 4
n\?
Ze’q’( JEEEEICE
1=0
31— (M 3 1-—¢

= {geometrisk serie} = m T 1_en  nl_en

n—1
U(f, Pn) = Z mie3/
=0

n—1
="y "my % =M L(f, Py).
=0

Later vi n — oo fas att

3 1-¢3 3(1 —e3)
lim L(f,P,) = lim — =
nea (f ) = nooon 1—e3/m  lim n(l — e3/m)
3(1—é?
= {Maclaurinutveckling} = — ( 63) T
lim n(1— (1+ 32 +0(%)))
n—oo
1—¢e? :
= — 3 c) T = e3—1
lim, o (—3 + O(2))
lim U(f, P,) = hm SML(f, P,) = lim €¥™. lim L(f,P,)

=1-(e-1)=¢*—1.
Alltsa &r
lim L(f, P,) = lim U(f, P,) =¢e*—1.

Om vi gar tillbaka till definitionen av integral sa ser vi att f &r integrabel i [0, 3]
om det finns exakt ett tal I sa att

L(f,P)<I<U(fP)

for alla partitioner P. I vart fall later vi
I= lim L(f,P,) = lim U(f, P,).
L(f, P) < I: Eftersom en éversumma alltid &r storre &n en undersumma, &r

L(f,P) <U(f, Py).
Later vi n — oo fas

L(f,P)<1
U(f,P) > I: P4 samma sitt ar

U(f,P) =z L(f, Px).

Later vi n — oo fas
U(f,P)>1

I unik: Gapet mellan alla 6ver- och undersummor maste alltid ligga i intervallet

[L(f, Pn), U(f, Po)]

Eftersom dndpunkterna i detta intervall konvergerar mot I, ar gapet
exakt en punkt I.

for alla n.

Vi far ddrmed att f &r integrabel i [0, 3] och

3
/ eCdr=1=¢e>—1.
0

5.3.12 Uttryck gransvéardet

leZ \/

Dela upp intervallet [0,1] i n st delintervall med lika lingd

som en bestdmd integral.

%. I varje delinter-

vall [k k;fl] véljer vi en punkt ¢, = k/n. D4 dr Riemannsumman av funktio-

nen f(z) = /x lika med
) indexbyte
i—1
.f7 n, C Z\/7n2 1=k+1 z;
k=1—1 v



Eftersom partitionens finhet gar mot noll ar

1
lim R, (f,Pn,c) :/ Ve d,
0

n—oo

w1 fi—1 !
nan;OZE = i Ve do.
=1

5.4.4 Berédkna integralen

/2(330 +1)dx

genom att anvanda integralens egenskaper och tolka integraler som areor.

Linjériteten ger att

2 2 2
/(3:1:+1)dx:3/ :cder/ ldz.
0 0 0

—_—— =
1 11

Vi undersoker de tvé integralerna i hogerledet var for sig.

I Integralens vérde &r arean av det grafirgade omradet i figuren nedan.

Y

1.

5 - basen - hojden = 2

area —

11 Integralens vérde &r arean av det grafargade omréadet i figuren nedan.

[
7

1 y=1 area = basen - hojden = 2

——é—)x

Alltsa ar )
/ Bx+1)de=3-2+2=8.
0

5.4.10 Berdkna integralen

/_(;(a— |s|) ds

genom att anvédnda integralens egenskaper och tolka integraler som areor.

Lat oss for enkelhets skull anta att a > 0. Linjériteten ger att

/(a—|s|)ds:a/ ldsf/ |s| ds.

——— N———
I 11

Vi undersoker de tva integralerna var for sig.
I Integralens vérde &r arean av det grafirgade omradet i figuren nedan.

Y

A~

y=1
area = basen - héjden = 2a

—a a
Alltsa ar 1 = 2a.

11 Sétt f(s) = |s|. Vi har att

f(=s) = |=s| = Is| = [ (s)-

d.v.s. f ar en jamn funktion, och da &r

11:2/ |s|ds:{|8|=sf6r520}:2/ sds.
0 0



Integralen i hogerledet har samma véirde som arean av det grafargade
omradet i figuren nedan.

Y

area = 1 - basen - héjden = a*/2

Alltsd ar 11 = a2.

Sammantaget far vi att

/ (a—|s|)ds=a-1—11=2a%> —a® = a*.

—a

Anm. Om a < 0 blir svaret 3a2.

5.4.11 Berdkna integralen

1
/ (v’ = 3u® + ) du

1
genom att anvénda integralens egenskaper och tolka integraler som areor.

Linjériteten ger att

1 1 1 1
/ (u5—3u3—|—7r)du:/ u5du—3/ u3du+/ mdu
1 -1 -1 —1

—— ——— N —
1 11 111

Vi undersoker integralerna var for sig.

5

1 Om vi sétter f(u) = u® s& noterar vi att

d.v.s. integranden &dr udda. Eftersom vi integrerar 6ver ett origosymmetriskt
intervall ar integralen noll.

11 Med f(u) = u® noterar vi att

d.v.s. integranden ar udda. Eftersom vi integrerar 6ver ett origosymmetriskt
intervall ar integralen noll.

111 Integralens véirde ar arean av det grafargade omréadet i figuren nedan.

A~

Y =T

area = 2-m =21

—F+— X
-1 1

Alltsd ar 111 = 2.
Sammantaget dr det bara den tredje integralen som ger ett bidrag

1
/ (v’ —3u +7)du=1—3- 114111 = 27,
-1

5.4.14 Berékna integralen

-3
/ (2+1)\/9 —t2dt

-3
genom att anvinda integralens egenskaper och tolka integraler som areor.

Linjariteten ger att

/_2(2+t)\/mcit:2/:\/mcit+/

3

9 —t2dt.
3

I 11

Vi behandlar integralerna i hogerledet separat.



1 Om vi kvadrerar funktionen y = v/9 — 22 far vi
¥ =9-22 & 224942 =0.

Var funktion beskriver alltsd 6vre delen av en cirkel med radie 3 och mitt-
punkt i origo. Integralens varde ar arean av det grafirgade omradet i figuren
nedan.

area = 17 - radie’ = 27

-3 3
Alltsd ar 1= %71’.
11 Sitt f(t) = tv/9 — £2. Vi har att
f(=t) = (=)V9 = (=1)* = =tV — 12 = = f(1),

d.v.s. integranden &r en udda funktion. Eftersom vi integrerar 6ver ett ori-
gosymmetriskt intervall &r integralen 0.

Sammantaget &r

3
/ 2+t)VI—t2dt=2-1411=2-37+0=97.
-3

5.4.22 Givet att foa z? dx = a®/3, berikna

6
/ 2*(2 + sin ) dz.

—6

Linjériteten ger att

6 6 6
/x2(2+sin9:)dx:2/ xzder/ ?sinz de .

—6 —6 —6
—— N——
1 11

Vi berdknar de tva integralerna i hogerledet separat.

1 Sitt f(z) = 22. Vi har d& att

d.v.s. integranden ar jamn. Vi far att

6
122/ 2% dx.
0

Med formeln i uppgiftstexten far vi att

1=2-6%/3 = 144.

11 Sitt f(z) = 2%sinz. Vi har att
f(=z) = (—x)%sin(—z) = 2?(—sinz) = —z?sinz = — f(z),

d.v.s. funktionen ar udda. Eftersom vi integrerar 6ver ett origosymmetriskt
intervall ar integralen noll.

Sammantaget ar

6
/ 232+ sinx)dr =2-1+11=2-144 + 0 = 288.
-6

5.4.28 Finn medelvirdet av g(z) = z + 2 i intervallet [a, b].

Medelvirdet ges av integralen

I I
g:b—a/a g(x)da:zb_a/a(:ﬁ—i-Z)dx.

Linjariteten ger att

——
I

1 b 2 b
= de +—— dz .
g b—a/axx—i—b—a/a .

N——
11

Vi behandlar de tvé integralerna separat.



I Vi kan skriva om integralen som 5.5.2 Beriikna | 04 Ve dz.

b b a b a
/ rdx = {/ 7/ ]xdz/ xda:f/ x dx. Vi vet att
a 0 0 0 0 d

LI VLS P VR W
. - " . =2 A
De tva integralerna i hogerledet har samma vérde som arean av respektive dx
triangel i figuren nedan. Alltsa ar p
2.3/2\ _
(5@ %) = V.

y Y
b CY=x LY==z Detta visar att %x‘g/ 2 &r en primitiv funktion till /z. Integralkalkylens huvudsats
ger att
a 4 4
/ Vzde = {gﬁ}ozg-zxf—%-o\fo:w/g.
x z 0
b a

—1

5.5.4 Berdkna / (% — ig) dx.
L, \x T

Alltsa ar

1T Integralens virde &r arean av det grafirgade omradet nedan.

Y
T En primitiv funktion till 272 — 2~ &r
area=(b—a)-1=b—a =l 2
— -1 =2
a b
Integralkalkylens huvudsats ger att
Alltsa &ar 1
n=b-a ( L1 ) [ }—1
= VNl = | 2
/2 22 23) + 222 12
Medelvérdet ar alltsa 1 . 1 1 N 1
1 2 2_q2 20— = ._2_<__ ._2)
G= 4 'H:b @ (b a):a+b+2- (-1)  2-(-1) (-2)  2-(-2)
b—a b—a 2(b—a) b—a 2 101 017



9
5.5.8 Beréikna/ (\/E— i) dz.
4

\/E
En primitiv funktion till z'/2 — 2=1/2 &r
23/2  p1/2
3/2  1/2°

Integralkalkylens huvudsats ger att
9 1 9
/4 (Ve-—z)dr = [3avi—2va],

V-2 Vo (3 4va-2. V1)

wWin

win

-9-3—2-3—(5.4-2—2-2)

18 —6— 1% +4=232/3.

.2
5.5.14 Berékna/ (ezfefz) dzx.

—2

En primitiv funktion till e* — e™" &r

x e _ T + —x
e — = e
Integralkalkylens huvudsats ger att
2 2
/ (ew—e_w)dx:[ew+e_z} =e?4+e?—(e?+e?)=0.
-2

-2

Anm. Alternativt kan man ldgga marke till att integranden &r udda och att integra-
tionsintervallet dr origosymmetriskt, varfor integralen &r noll.

1

5.5.16 Berékna/ 2% dzx.

—1

Vi har att J Py
Lor _9v jog2 —( ):21’.
dx o8 < dx \log 2

Integralkalkylens huvudsats ger att

1 z 1 -1
/ 9T g — [ 2 } _ 2 2 _ 3/2.
1 log2 |, log2 log2 log2

2
5.5.18 Berékna _—
/0 V1 —z?

Vi erinrar oss att 1

V1—22

— arcsinx =
dxr

Integralkalkylens huvudsats ger att

1/2 dr
0 \/1 —x2 N

= arcsin & — arcsin 0 = 7/6.

}1/2 s

[ arcsin x

5.5.22 Berakna arean av omradet som begransas avy = 1/x,y =0, x = e och z = e

Vi ritar forst upp en skiss av hur omradet ser ut

Y

A




Arean av omradet ges av integralen

2
e d e2
/ —x:[log|x|} =loge® —loge =2loge —loge = loge = 1.
e x e

5.5.26 Berikna arean av omradet under y = \/z och éver y = z/2.

Vi ritar en skiss av omradet.
Yy

Omradets area ges av integralen

/Oa(\/f x/2) dz,

dér a dr xz-koordinaten for den punkt i omradet som &r langst till hoger, d.v.s.
z-koordinaten for skdrningspunkten mellan y = /z och y = z/2. Lat oss forst
bestamma a innan vi ger oss pa att berdkna integralen.

I punkten x = a ska kurvorna ha samma y-koordinat, d.v.s.

Va=aj2. (+)

Vi kvadrerar.

a=a*/4 & ala—4)=0.

Vi ser att a = 4 ar den l6sning vi stker. Eftersom vi som forsta steg kvadrerade
ekvationen finns risken att vi introducerade falska rotter. Vi kontrollerar darfor
att a = 4 verkligen ar en riktig 16sning till (x).

VL av (%) = V4 =2,
HL av (x) = 4/2 = 2.

Omradets area ar alltsa

/04(\/5—96/2) dr = [%xﬁ—ﬁﬂ]i =2.4V4-42/4— (0-0) =4/3.

5.5.28 Berdkna arean av omradet éver y = |x| och under y = 12 — 2.

Vi ritar forst en skiss av omradet.

Y
y =12 — 22
oy = |zl
2 =
a b

Omrédets area ges av integralen

b
/ (12 — 2® — |z]) da,

dér a och b ar z-koordinater for skdrningspunkterna mellan y = |z| och y =
12 — 22, Eftersom y = |z| &r definierad av tv4 olika uttryck fér z < 0 resp. > 0
undersoker vi dessa intervall separat.

x < 0: T detta intervall &r y = |z| = —z. Skdrningspunkten mellan kurvorna
ges av ekvationen
12-22=-2 &  2?-r-12=0.
Denna andragradare har 16sningarna
x=4 och z=-3.

Eftersom endast negativa x ingar i detta intervall &r skdrningspunktens
z-koordinat a = —3.

x> 0: Idetta intervall &r y = |x| = . Skdrningspunkten mellan kurvorna ges
av ekvationen
12-2°=2 &  2*+z-12=0.
Denna andragradsekvation har l6sningarna
r=3 och z=—-4.

Vi &r bara intresserade av positiva x, sa skdrningspunkten &r b = 3.



Omrédets area ges alltsé av integralen

/3 (12 — 2* — |z]) dz.

-3

Notera att integranden &r en jamn funktion, s& integralens véarde ar lika med

3 3
2/ (12—x2—|x\)dx:2/ (12— 2® — z) do
0 0

3
=212~ g’ — 4| =2(12-8- 48" 57— (0-0-0)) =45
0

5.5.36 Finn medelvirdet av f(z) = €** i intervallet [—2,2].

Medelvirdet ges av integralen

_ 1 2 12 .,
f:277(72)/_2]‘(30)@5:1/263 dx.

Integralkalkylens huvudsats ger att

_ 1 /2 3 1 2 b —e 6
=- e dxzf[legx} =—
f 4 /_2 413 -2 12
. d ®sinz
5.5.40 Bestdm — dz.
dt . T

sinx
Om vi later F'(z) beteckna en primitiv funktion till —, da &r
x

3 sinz
%/t o = %(F(?») — F(t)) = —F'(t).

Enligt integralkalkylens huvudsats ar

varfor vi far att

cos 0
1

.5.44 Am — ——dx.
5.5 Bestam 70 =2 dxr

sin 6

1
Om F(x) betecknar en primitiv funktion till 122 da ar
-z

d cos 0 1 d

= mdw = @<F(COSG) — F(sin6))

sin 6

= F'(cosf) - (—sinf) — F'(sin0) - cos 6.

Enligt integralkalkylens huvudsats ar

1
Flla)= ——
(@)= .
varfor vi har att
d cos 6 1 1

il dr = (—sing) — — .
do Jgne 1— a2 T T cos?0 (=sinf) 1 —sin%4

_ —sinf cosf 1 1

sin?f  cos20  sinf  cosf’



