Dag 12. Substitution och areaberidkningar

Rekommenderade uppgifter
5.6.4 Bestdm /em sin(e*”) da.

Nér vi ska forenkla en integral med hjélp av en substitution géller det att kunna
kénna igen integranden som en uttryckskombination av typen

fu) o,

dér u ar ett uttryck i  och f nagon funktion.
I var integral kan vi se att med u = €2? s& ar v’ = 2e%® och integranden kan

skrivas

. I
%smu-u.

Med substitutionen u = e?* far vi alltsa
/62:6 sin(e®*) dx = {u = €**; du = 2¢** dr}

= %/sinudu = —Jcosu+C = —1cos(e®) + C.

5.6.6 Bestam sin v/ dx
NZ

Lat oss skriva om integranden nagot,

2sin v/ -
2[

Hér ser vi att den hogra faktorn ar derivatan av deluttrycket \/z som forekommer
i den vénstra faktorn. Med substitutionen u = 1/ kan alltsd integranden skrivas

. ’
2sinu - u’,

och integralen blir

nye =z uzim
/\f dz = {u=z; d 2\/:Ed}

/smudu = —2cosu+C = —2cosvz+C.

5.6.8 Bestéim/3622”3-H dx.

Vi skriver om integranden till

1 92®+1 2
Vi kiinner igen den hogra faktorn 3x2 som derivatan av exponenten z3 + 1.

/x2 27"+ gy = {u=2"+1; du=32%dz}

L 2u 213+1
3/ “ 3log2+ 310g2+

x—|—1

5.6.14 Bestam
Va2 +2x+3

Notera att (22 + 2z +3) = 22+ 2 = 2(z + 1). Vi kan skriva om integranden som
1/2

Va2 +2z+3

Substitutionen u = z? 4 2z + 3 forenklar alltsd integralen dramatiskt.

z+1
VaZ+2z+3

/—du_\/a+0:\/x2+2x+3+().

(z% + 2z + 3)".

dr ={u=2%+22+3; du=2(x +1)dz}



T+ 1

5.6.20 Bestam —— dx.
V1—a?

Uttrycket inom rottecknet har derivatan —2x, och det ar inte riktigt den faktorn
vi har i taljaren. Men om vi delar upp integralen i tva delar,

z+1 J / T d +/ dz d
——dr = | ———dx ——dr,
V1—2z? V1—a? V1—2a?

s& har den forsta integralen just den 6nskade derivatan i téljaren (sdnir som pa
en faktor —2). Den forsta integralen blir

x
——de={u=1-2?% du=—2zdx
[ =1 )
d
=-1 —Z:—\/a+0:—\/1—x2+0.

Den andra integralen kanner vi till den primitiva funktionen till.

/ diz dxr = arcsinz + C
V1—22 )
Alltsa ar

z+1
———dr = —+/1— 22 + arcsinz + C.
V1—22

5.6.24 Bestiim/sin4t cos’t dt.

Som integranden star dr det inte ldtt att se ndgon kombination av typen
f(u) ! U/,
men om vi anvinder den trigonometriska ettan och skriver om uttrycket till

sin't - (1 —sint)? - cost

s& ser vi att u = sint ar en lamplig substitution.

/sin4t costdt = {u = sint; du = costdt}

= /u4(1 —u?)?du = /(u4 +u® — 2u®) du

_1,5,1,9 2.7 R R PR RPN PR B 4
= zu’ + gu Zu' +C = ¢sin’t + gsin"t — Zsin't + C.

5.7.2 Finn arean av omradet som begrinsas av kurvorna y = /z och y = 2.

Vi ritar forst upp kurvorna och omradet.

I t > T
a
Vi ser att omradet begrinsas ovanifran av kurvan y = /z och nertill av kur-
van y = 2. Omradets area blir darfor

A= /Oa(ﬁ—xz)dm.

For att kunna réakna ut integralen behoéver vi bestamma vardet pa a som &r x-
koordinaten fér skirningspunkten mellan kurvorna y = 2% och y = /z. Talet a
ska alltsa uppfylla ekvationen

Va = a®. (%)

Vi kvadrerar,

4

a=a & a*(a—1) =0,

och ser att @ = 1 ar det sokta virdet. Eftersom vi kvadrerade (x) och funktio-
nen x — 22 inte dr en-entydig sd maste vi forvissa oss om att @ = 1 inte &r en
falsk rot. Stoppar vi in @ =11 (x) fas

VL av (¥) = V1 =1,

HL av (%) = 1% = 1.



Arean ges alltsa av

5.7.4 Finn arean av omradet som begransas av kurvorna y = z2 — 2z och y = 6z — z°.

Vi ska forst rita upp de tva kurvorna och omradet de innesluter. Kvadratkom-
plettering ger

y=a>-2z=(x—-1)* -1 (1)
y=6z—2>=—(z—3)*+9 (2)

Alltsé har kurvan i (1) ett minimivérde —1 i punkten « = 1, och kurvan i (2) har
ett maximivéarde 9 i punkten = 3. Bada kurvorna &r dessutom parabler.

Y

A~

y = b6z — 22

y=2x2%—2

1
’ \

Omrédet begrinsas ovanifradn av kurvan y = 6z — 22 och nertill av kurvan y =

22 — z. Omradets area ges av integralen

/Oa (62 — 2% — (2* — 22)) dz = /:(896 — 22?) dx,

dér integrationsgranserna ar skirningspunkterna mellan kurvorna. Punkten =z =
a uppfyller ddrmed ekvationen

2

a* —2a=6a—a &= ala—4) =0.

Alltsé ar a = 4.
Omradet area ges alltsa av integralen

4 4
/O (82 — 222) dz = [43:2—§x3]0:4-16—§~64—(0—0):64/3.

5.7.6 Bestam arean av omradet som begransas av kurvorna z—y = 7 och x = 2y? —y+3.

Den andra kurvan ar uttryckt i formen
z = a(y).

Det ar darfor enklare att betrakta y-variabeln som den oberoende variabeln och -
variabeln som den beroende.

For att bestdémma den andra kurvans
form kvadratkompletterar vi x

\
14

r=2"—y+3=2(y—1)°—§+3
=20y-°+ %

Alltsé har kurvan ett z-minimum % iy=
i och ar parabelformad.
Den forsta kurvan &r en enkel rat linje

r=y—T.

Arean ges av integralen
b
A=/ (W+7— (2" —y+3))dy
a

b
=/ (—2y* + 2y +4) dy.

Vi behover bestamma skarningspunkter-
na y = a och y = b. De ar bada rotter till
ekvationen

y+7 = 2% —y+3 & y—y—2=0.



Denna andragradsekvation har losningarna y = —1 och y = 2. Alltsé dr a = —1
och b =2.
Omradet area blir

2 . 2
A:/ (—2y2+2y+4)dy:{—%y‘3+y2+4y} )
71 -

=-2.844+48—(3+1-4)=09.

5.7.28  Bestdm arean av den slutna 6gla som kurvan y°> = x*(2 + z) beskriver till

vanster om origo.

Om vi betraktar kurvuttrycket
V=2 +a) (%)

kan vi notera att om punkten (x, y) ligger pa kurvan sé ligger &ven punkten (z, —y)
pa kurvan. Kurvan &r alltsd symmetrisk kring z-axeln.
Vidare ser vi att om < —2 sd dr HL &r negativt och eftersom VL dr en kvadrat
kan inte (%) vara uppfylld, d.v.s. det finns inga punkter till vanster om z = —2.
Fran (x) kan vi fa tva explicita uttryck for y,

y = +2*Vx + 2. @)

Kurvan bestér alltsa av grafen till de tva funktionerna ovan. Fran () ser vi ocksa
att andpunkten x = —2 &ar en singulér punkt. I en omgivning av x = —2 har
kurvan utseendet

y=t2Vr+2=+(4+ 0@ +2)Vo +2=+4Vz + 2+ O(x +2)*/2.

Kurvan har alltsa en v/ -singularitet i z = —2. I grafens andra éndpunkt i z = 0
har kurvan utseendet

y = +2?V2 +x = +2? (\/§+ O(z)) = +v222 + 0(z)?,

alltsa ett kvadratisk nollstélle.

Om vi skisserar delarna av kurvan kring x = —2 och & = 0, och begrénsar oss
till positiva y-varden sa far vi figuren nedan.

Y
v/ > T
-2
Det finns visserligen en extrempunkt mellan x = —2 och x = 0 (Rolles sats) men

annars ar grafen ganska ordindr daremellan. Fyller vi i mellanrummen i figuren
ovan far vi ett ungefarligt utseende pa omréadet.

Y

4

AN
v

0 0
A:/ (2®Vz +2— (—2°Vz +2)) d:r:2/ 22V2 + zdx
—92 -2

Arean ges av integralen

2
={u=2+umx; du:dx}:2/ (u—2)*Vu du

0
2

2
:2/0 (u5/2—4u3/2+4u1/2)du:2[%u7/2f %u5/2+%u3/2}0

:2(%.2.2.2.\/§_§-2~2-\/§+§-2~f—(0—0+0))Z%\/i



