Viktiga begrepp och resultat - Derivator

e Begreppet deriverbarhet:

En funktion f dr deriverbar i en punkt xo € Dy om f dr definierad i en omgivning
av xg och om gransvdrdet

lim f(xo+h) — f(zo)
h—0 h

existerar som ett andligt tal. Detta tal betecknas dé med f'(xq). Aven beteckningarna
Df(xo), och % ar vanliga. Om f dr deriverbar i varje punkt ¢ sin definitions-

mangd sd sdger vi helt enkelt att f dr deriverbar.

e Tolkning av derivatan: f’(z) &r ett métt pd funktionens tillvixthastighet i punkten

z, (Differenskvoten w ar medelfordndringen av f pa intervallet [z,x + h].)
Geometriskt, s& ar f’(p) riktningskoefficienten for tangenten till kurvan y = f(z) i

punkten (p, f(p)). En ekvation f6r denna tangent blir alltsd y — f(p) = f'(p)(x — p).
e Sats: Om f ar deriverbar sd dr f kontinuerlig. (Observera att omvandningen &r falsk).

e Derivationsregler: Om f och g ar deriverbara funktioner och o, B godtyckliga kon-
stanter sa gadller att

L (af + Bg)'(z) = af'(z) + Bg'(x)
2. (f9)'(z) = ['(x)g(x) + f(z)g'(x)

£Y (o _ S (@)g(@)—f(2)d (2)
3. (5) (z) = )L

e Sats: (Kedjeregeln) Antag att funktionen g dar deriverbar i x och att funktionen f ar
deriverbar i g(x). Dd ar den sammansatta funktionen f o g deriverbar i x med

(fog)(x) = f'(g(x))g'(x).
Med Leibniz beteckningar: Om y = y(u(x)) s &ar
dy dy du

dr — du dzx
e Sats: Antag att funktionen f har en invers funktion som dr kontinuerlig. Om f dr

deriverbar i x med f'(x) # 0 sd dr f~' deriverbar i y = f(x) med

—1\/ o 1 — ;
U)W = 5@l = P

Med Leibniz beteckningar: Om y = f(z) s& &r z = f~1(y) och
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e De elementdra funktionernas derivator:

D(z") =

2. D(e*) = e”®
D(a*) =da"lna

3. D(lnz) =
D(*logx = xﬁla)

4. D(sinz) = cosx
D(cosz) = —sinz
D(tanz) = —1— =1+ tan’x

5. D(arcsinz) = 11_362
D(arccosx) = — 11_12
D(arctanx) = Hle

Om f(z) &r sddan att ocksd f’(x) dr deriverbar, s skriver vi
Df'(x) = D*f(z) = f"(x)
Med Leibniz beteckningar: Om y = f(z) s& ar

d (dy d%y
" _*[fay\_ay
yie) = dx (dw) dx?

Analogt definieras hégre ordningens derivator.
En funktion f har lokalt minimum i xo € Dy om det finns ett tal 5 > 0 sddant att

|z —xo| <6

TS S CRI )

Vi sager da att xo ar en lokal minimipunkt for f, och funktionsvirdet f(xzq) dr ett lokalt
manimivarde. Lokal maximipunkt definieras analogt.

Lokala mazimi- och minimipunkter kallas for lokala extrempunkter. Motsvarande funk-
tionsvdrden kallas for ertremuvdrden.

Vi sdger att en punkt xo dr en inre punkt i mangden A om xg € A och om det finns ett
d > 0 sddant att |x — xo| <6 = x € A.

Sats: Om funktionen f har ett lokalt extremuvdrde i en inre punkt xo € Dy och om f dr
deriverbar i xg sd dr xo en stationdr punkt, dvs. f'(x¢) = 0.

Medelvirdessatsen: Antag att funktionen f ar kontinuerlig pé [a,b] och deriverbar pd
la,b. Dé finns minst en punkt £ €]a, b sddan att f(b) — f(a) = f'(§)(b—a).

Sats: Om funktionen [ ar deriverbar pé |a,b[ med f'(x) = 0 for alla x €la,b| sd foljer
att funktionen f dr en konstant funktion. (Observera att omvandningen &r trivialt sann).

Sats: Om funktionen [ dar deriverbar pd ]a,b] med f'(x) > 0 for alla x €]a,b[ sd dr
f stringt vizande pé Ja,b]. Om dessutom f dr kontinuerlig i andpunkterna a och b dr
funktionen stringt vizande pé [a,b|.

Foljdsats: Om f'(z) > 0 i ett intervall och om likhet endast intriffar i ett andligt antal
punkter sa dr f stringt vazande i intervallet.



