Viktiga begrepp och resultat - Tillimpningar av differentialka-
lkylen

o Att rita kurvan y = f(x):

i) Berékna (och faktorisera) f/(x)

ii) Gor en teckenstudie av f’(x) i en tabell dir du tar med stationdra punkter, (dvs.
nollstéllen till f’), singuldra punkter (dar f’ ej existerar) och eventuella &ndpunkter
(dven punkter som inte ingér i Dy). Skriv in i tabellen var f vixer resp. avtar.

iii) Berdkna eventuella asymptoter till funktionen f. Man kan ocksd behova berikna
ett gransvirde av typen lim, .+ f(z) dér a ¢ Dy (t.ex om Dy =]a, b[).

iv) Skissa sedan grafen med ledning av informationen ovan.

Exempel: Rita kurvan y = %
Losning: f(z) = x2;_zl+ 2 ger
() = Qr+1)(z—1)—(+2+2)-1  (z+1)(z—3)
B (z — 1) (-2
for x # 1. Vi ser att f'(z) =0 < x = —1 eller x = 3 dvs. de stationdra punkterna &r
x = —1 och x = 3. Vidare si &r = 1 en singulér punkt, som dessutom inte tillhér Dy.
Teckenstudie:
x -1 1 3
fl(x) + 0 - X - 0 +
fle) 7 =) N XN B3 S
Tabellen ger att x = —1 ar en lokal maximipunkt och x = 3 &r en lokal minimipunkt.
Asymptoter: Vi far lim,_ 1+ f(x) = +oo och alltsd &r linjen x = 1 en lodréit asymptot.
Om vi utfor en polynomdivision; f(z) = % =z+2+ % s& ser vi med en gang

att linjen y = x + 2 &r en sned asymptot dd x — +oco. Nu kan vi rita:
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e Extrempunkter. Om zg ar en extrempunkt, dvs. en lokal maximi- eller minimipunkt, s
ar xo antingen

1) en stationdr punkt (dvs. f'(x¢) = 0),
2) en dndpunkt i Dy, eller

3) en singuldr punkt (dvs. f dr ej deriverbar i xg).

Observera att om z( &r en stationdr punkt sd kan man oftast avgdéra om det &r en
maximi- eller minimipunkt genom att studera derivatans teckenvéxling kring x.

e Maximera/minimera en funktion z +— f(z), ddr x tillhér ndgon méngd [. Samma
analys som vid uppritande av funktionskurvan y = f(z) ger automatiskt information om
eventuella storsta/minsta vérde till f. Ibland kan det vara enklare att utnyttja f6ljande
existenssats:

Om funktionen f dr kontinuerlig pd det slutna och begrinsade intervallet [a.b] sd
antar f ett storsta och ett minsta vdirde dar.

Om vi soker max/min av en kontinuerlig funktion f pa ett slutet och begrénsat intervall
[a, b] ger satsen ovan existensen av extrempunkter pa detta intervall. Vi behover da bara
ta reda pa de olika mojliga extrempunkterna , dvs. stationdra punkter, singuldra punkter
och dndpunkterna a och b, for att sedan jamfora funktionens virden i dessa punkter.
Observera férutséttningarna i denna sats - kontinuitet och ett intervall av formen [a, b].
Om vi sldpper pd en av dessa forutsidttningar &r satsen falsk.

Exempel: Bestdm det storsta virdet av f(z) = ze™ 7, z € [0, 2].

Losning: f dr kontinuerlig p& det slutna och begrénsade intervallet [0,2] och antar
dérmed ett storsta virde dar. Mojliga extrempunkter ar (eftersom f deriverbar Gverallt)
stationdra punkter och &ndpunkterna 0 och 2. Vi far f/(z) = e —ze ™™ = (1 —x)e™ ",
sa den enda stationdra punkten dr x = 1. Mgjliga kandidater till storsta varde &r dérfor
F(0) =0, f(1) =e™!, och f(2) =2e72. Viser att fia = f(1) =e L.

e Att visa en olikhet av typen g(z) < h(z), © € I gors enklast genom att studera funk-
tionen f(z) = h(z) — g(z), z € I. Med metoder enligt ovan kan man oftast visa att
f(x) >0 for x € I, vilket ar ekvivalent med den ursprungliga olikheten.

Ett vanligt fall &r att man vill visa att f(z) > 0 for > a (dvs. I =]a, co[). Om vi kan
visa att f'(z) > 0 for x > a s8 vet vi att funktionen &r stringt vixande for = > a. Om
dessutom (vilket vanligen &r fallet) f &r kontinuerlig pé [a,o0[ s& &r f stréngt vixande
for x > a vilket ger att f(x) > f(a) for x > a. Allt som aterstar ar att verifera att

fla) = 0.

Exempel: Visa att arctanz < z fér « > 0.

Loésning: Lat f(z) = x — arctanz. Vi vill visa att f(z) > 0 for z > 0. Vi far
fllz)y=1- ﬁ > 0 om x > 0, vilket medfor att f &r stringt vixande pé |0, 00. Men
f &r kontinuerlig i x = 0 och alltsd &r f stringt vixande pé [0,00[. Om x > 0 géller d&

att f(x) > f(0) = 0 och vi dr klara.



