Viktiga begrepp och resultat - elementar funktionslira.

e Talsystemen NCZ CQCRCC.

o Intervallbeteckningar, [a,b] = {r € R: a <z < b}, [a,b[={x € R: a <z < b},
[a,00[={z €R: x> a} osv.

e En funktion f: A — B
— &r en regel som till varje element = i miangden A entydigt ordnar ett element f(z) i
méangden B.
— har definitionsméingden Dy = A, (de element x saddana att f(x) &r definierad).
— har viirdeméngden V; = {f(z) : 2 € Dy} C B.
— har grafen G(f) = {(z, f(z)) : x € Dy}.
— &r injektiv om z1 # z2 = f(x1) # f(x2) for alla 21,22 € Dy.
— &r surjektiv om Vy = B.
— ar bijektiv om f dr bade injektiv och surjektiv.

— &r inverterbar om ekvationen f(r) = y har en entydig 16sning for varje y € V. Vi
definierar d& inversen enligt f(t) = s &t = f~1(s).

— ar periodisk med perioden T' om det géller att f(xz +T) = f(x) for alla x € Dy.
— &r uppat begréinsad om det finns ett tal M sadant att f(z) < M for varje x € Dy
— &r nedat begrinsad om det finns ett tal M sddant att f(z) > M for varje x € Dy.

— &r begransad om f dr uppat och nedat begrinsad. D4 finns ett tal M sadant att
|f(z)] < M {or varje x € Dy.

— &r jdmn om f(—x) = f(x) for varje x € Dy.

— &r udda om f(—z) = — f(x) for varje x € Dy.

— &r viixande om 71 < x2 = f(x1) < f(z2) fOr varje x1,22 € Dy.

— &r strangt viixande om z; < 22 = f(21) < f(x2) for alla z1,22 € Dy.
— ar avtagande om x1 < 2 = f(z1) > f(x2) for alla z1, 22 € Dy.

— &r stringt avtagande om x; < 2 = f(z1) > f(x2) for alla z1,22 € Dy.

e Sammanséttningen f o g av tva funktioner f och g definieras av f o g(z) = f(g(x)). Defini-
tionsméngden blir Do = {z € Dy : g(x) € Dys}.

Absolutbeloppet

T, omz >0

|z| = avstandet fran x till origo = {
—r omz<0

Geometrisk tolkning: |z — y| 4r avstandet mellan z och y.

Riakneregler for absolutbeloppet. Om z,y € R si giller att

i) |xy| = |z| - |y| (Speciellt s foljer att | — z| = |z|).
i) |5 =T
i) |z +y| <|z|+ |yl (Triangelolikheten)
w) ||z — Jy|| < |z + y| (Omvinda triangelolikheten)

Kvadratkomplettering: 2% 4+ pz + ¢ = (z + g)z - (%)2 +q.
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Divisionsalgoritmen for polynom:

Om f(z) och g(x) dr polynom sd finns entydigt bestamda polynom q(x) (kvoten) och
r(z) (resten) sidana att

—— =q(x)+ m, 0 < grad(r) < grad(g).

g(x)
Faktorsatsen:
Om p(x) dr ett polynom sé gadller att
pla) =0 < p(r) = (r — a)q(x)
for néagot polynom q(x), med grad(q) = grad(p) — 1.

Av faktorsatsen foljer bl.a. foljande resultat: om andragradspolynomet f(z) = ax? + bz + ¢
har nollstéllena r; och 72 s& kan man faktorisera det enligt f(x) = a(x —r1)(z — r2).

En aritmetisk talfoljd har formen a,, = a1 +k(n —1), n=1,2,....
Signifikativt ar att any1 — an = k.

En geometrisk talfoljd har formen a,, = a1k" ', n =1,2.... Signifikativt &r att “Z—Il =k.

En geometrisk summa har formen Y 7" | az’~* och om z # 1 s& giller det att

n

i1 1—2"
g ax =a .
. 1—x
=1

En rationell funktion har formen 5 g; dar f(z) och g(z) &r polynom.

Rékneregler f6r potenser: om a,b > 0 och «, 8 € R s4 giller att

i) a® =1

.. a1
i) a”% = =%
ii) a®a’ = a*tP
i) (a®)P = a®P

v) (ab)® = a®b®

Potensfunktionen f(x) = z® har i allménhet definitionsméngden ]0,o00[, men for vissa
a—virden kan definitionsméngden utvidgas. T.ex. om « € N s dr f(z) = z“ definierad
pa hela R.

Om «a > 0 (a < 0) s3 ar funktionen f(x) = z® stringt vixande (avtagande) pé ]0, ool.
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Exponentialfunktionen f(z) = a” med bas a > 0 har definitionsméngden R och virdemé&ng-
den )0, co[. Exponentialfunktionen ar inverterbar och dess invers kallar vi for a-logaritmen,
som betecknas log, eller *log. Alltsa giller att

a' =s & t=log,s.

Enligt ovan sa &r Diog, = (0,00), Vieg, = R.
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e Oma > 1 (a < 1) s& ar funktionen f(x) = a® stréngt vixande (avtagande) pa R.
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e Logaritmfunktionen f(z) = log, z &r (fér a > 1) stringt vixande pa ]0, ool.

e Rikneregler for logaritmer:

i) a8 ® =g
i) log,(a®) =x o yoot
iii) log, 1 =10 2r
i) log,(zy) =log, = +log,y 1| e
v) log,(5) =log, x —log, y 0
vi) log, =% = alog, « 4l
Vanligtvis anvénder vi den |
naturliga basen e = 2.7182....
Vi skriver log, = In och det
géller att log, z = }E—Z
- 0 05 1 15 2 25 3

e Jamforelse mellan potensfunktioner, exponentialfunktioner och logaritmer: det giller att

lim — =0, oma>1,
r—oo qF
och )
1mwzo, om « >0, ocha>1.

e De trigonometriska funktionerna

f(t) = sint och g(t) = cost 15
definieras av (sint,cost) = P(t)
diar P(t) for &r den punkt pa
enhetscirkeln som svarar mot en
cirkelbage av lingden |¢|, méitt
fran punkten (1,0), med moturs  °5f
som positiv riktning. Det foljer ,
direkt att sin(t + k27) = sint, ‘
cos(t + k2m) = cost, k € Z.

(cost,sint)
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e Funktionen ¢ — tant definieras av tant = 2L,
e Nagra viktiga relationer:
sin?(x) 4 cos?(x) = 1
sin(—z) = —sin(z) cos(—z) = cos(x)
sin(m — x) = sin(z) = cos(§ — x) cos(m — ) = —cos(z) = —sin(§ —x)

sin(z £ y) = sin(x) cos(y) £ sin(y) cos(z) cos(x £+ y) = cos(z) cos(y) F sin(z) sin(y)

e Det giller att

lim =% — 1.
x—0 X
e Funktionen f(x) = arcsinz ar inversen till restriktionen av funktionen S(z) = sinz till
intervallet [—7, 7]. Alltsa géller att
. ™ T .
y =sin(z), x € [—5, 5] & x = arcsin(y), y € [—1,1].

e Funktionen f(x) = arccosz dr inversen till restriktionen av funktionen C(z) = cosz till
intervallet [0, 7]. Alltsa géller att

y = cos(z), z € [0,7] < x = arccos(y), y € [-1,1].

e Funktionen f(

) = arctanz dr inversen till restriktionen av funktionen 7'(z) = tanz till
intervallet | — Z,

x
z g[ Allts giller att

y =tan(x), z €] — g, g[@ x = arctan(y), y € R.



