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Vi skall nu avslutningsvis studera ndgra tilldmpade exempel dir den
matematiska modellen eller beskrivningen av ett skeende ges av en

differentialekvation. I allmdnhet beskriver D.E foridndringen av ske-

— e ey et ot ) s s S Tt e .t U . o g o

f8ridndringen oftast 4r littast att beskriva matematiskt.

Ex.l (Newtons avsvalningalag)

Ett fbremiil med temperaturen T 4r nedsdnkt i en vitska med konstant

temperatur T, fdr att avsvalna, (T > T‘),

1

Temperaturens fdrdndring AT, kan da antas vara direkt proportionell

mot temperturskillnaden T - T, (= Newtons avsvalningslag) och mot

A
tiden At d.v.s AT = - k(t - TI)At. Detta ger

— ==k (T - T1)

~ddr k > 0 dr proportionalitetsfaktorn. Minustecknet beror pd att T

dr avtagande d.v.s

It < 0,

y som 18ses med integrerande faktor ekt.

(Beskrivning av temperaturens fordndring)

Cr eﬁﬁﬂ)'z‘ \{Y‘eyj;.-

Tekt - T,ekt +C . OmT(0) =T, fds £6r t = 0

TO = T1 + C d.v.s C = TO - ’I‘1

TCt) = T, + (T —T1)e-kt > T, di tow.

1 0 1
*

D.E kan skrivas T' + kT ; kT

{Beskrivning av temperaturens tillstdnd (= vdrde) vid olika tidpunkter.)

)




Ex.2 Fallrdrelse och fallskirmsrdrelse.

(2)

Newtons rdrelselag: massa ¢ acceleration = kraften

1

j:&F=mg)om massan nm

kraften pd kroppen

Newton: m y" = mg
acceleration

y' =gt +y'(0)

t2
y=g3 y}fO)t + y(0)
begynnelsehast, begynnelse~
ldge

Newton:

11
F1= -k %% beror
pd luft-
8 motstind
J/F = mg
"- - 9_2_
my mg - k dc
tvd krafter verkar
" kv o
y" vy =8
I.F, = e-E t
m g
(y'le=t¢t)' mge=t
m
L
y' = C e ™ 4+ g
k
Om y'(0) = 0 fas
ke
y'-%ﬁ(l-em)
och
e m -%t
y-i-‘—t-b——%e +y(0)

k

Obs! y'(t) » %5- dd to=

d.v.s fallgkdrmen faller med
ndstan konstant hastighet efter

en stund.
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Ex.3 Pendelrb;else.

mg sinQ

Pendelkulans avvikelse: 1@

-Ne hastighet: 1@’

=" acceleration: lo"

Newtons rdrelselag, F = ma, ger

kraften riktad mot ¢:s riktning

l

- mg sin @ = m 1 @"

" +-%sin(p-0
sin Y = Y ger

" +£20=0 medkE r +&-0,r =_i\/%
[}
tp(t)=AcosV—%t+BsinV%-t

Tiden T f6r en hel svingning fis ur sambandet:
Pt + T) - @(T) = 0
som giller om V —% T = 2n

2 “2
T =4—§—-1=40m1N1

d.v.s en pendel pendel svinger frin ena ytterl'érigé: till dek
andra (= halva svéngningen)pé 1 sek (= TZ =4) om 1 e 1 meter (s.k

sekundpendel).,
OBS! Ldsningskurvan: @(t) = A2 + 82 (¢ A cos V % T 5 sin V —% t)=
\)A + B VAT + B
4 ’ 4
gin § cos §

» A2 + Bz sin (V % t + §) = ren sinuskurva
*
amplituden = maximala utslagsvinkeln




Ex.Y Radioaktivt sonderfall

Ett radioaktivt dmne sdnderfaller s& att under en tidsperiod At sénder-

faller en bestdmd brdkdel av den radioaktiva massan m(t):
m(t + At) - m(t) = -~ k m(t) » At . Division med At ger
< 0, ddrav minustecknet

m'(t) = - k m(t)
m' + km=0 somvia integrerade faktor ger

m(t) = m@)e K& (%)

Med dmnets halveringstid T menas den tid det tar innan
m(T) = m(O)e-kT ='% m(0)

-kT 1
s§om ger e = ‘é’

kT =1n 2

FOr den vanliga isotopen av uran 4r T ~ 4,5 miljarder &r. Genom

att i olika klippblock som innchiller uran studera proportionerna
mellan uran och sénderfallgprodukten bly kan man med hjdlp av ekv (%)
datera klippblocken. S&lunda har man pd jorden hittat 3 miljarder
gamla klippblock (jordens &lder berdknas till 4,5 miljarder &r).

Omkring 1950 utvecklade Willard Libby en metod (Kol-14-metoden)

att datera féremdl som #r 10,000 - 50.000 &r. Genom kosmisk strilning
bildas C’A som oxideras till COZ‘ C’A har en halveringstid p3

5.600 ar. Vid jordytan dr proportionen av C‘A och C’2 i koldioxid
konstant, vilket dven gdller kolinnehdllet i levande materia. Nir
materian dér s&nderfaller C14 kolet enligt formeln

m(t) = m e-kt.

Om ett gammalt fSremdl frdn bdrjan innehdll m, gram CM och M gram
C'Z, och firemdlet idag innchiller m(t) gram CM och fortfarande

M gram C'2 ger (*) med

In 2

5 600

k =

(4)




m

C]A_bm(t% (Sj

M
C12 ____>
e () m(;) ME££%Tt) cy (radioaktiviteten i provbiten)
£ m " h “m " C. v (radioaktiviteten i f4rskt kol)
0 0 _0_ !
M M+ my ——
mO<M radioaktiviteten direkt prop. mot
andelen C’a i provet
m m m2 m m
(- __° . _0 0 . .0 . 0
M+m M M(M + mo) M M+ m
m my
d.v.s den relativa skillnaden mellan -— och ———— Hr ungefdr
M M+ m,

;9 som ir ett mycket litet tal) , Ur ovanstdende ekv. fds provbitens
dlder t.

** Om radioaktiviteten i provet dr hilften (%) av radioaktiviteten i
firskt kol dr provet 5 600 &r (11.200 &r) o.s.v. S3lunda har C-14-
metoden bl.a givit att Dddahavsrullarna #r frdn 1917 ¥ 200 &r f. Kr.,
grottmilningarna i Lascaux i sitdra Frankrike dr 15,516 ¥ 900 &r ,
Stonehenge i sddra England 3798 * 275 &r. Fér denna tillimpning av
ekvation (*) fick Libby 1960 &rgNobelpris i kemi.

Ex.S (Smittospridning)

I ett land med 8 milj innevdnare, som #r likformigt fdrdelade ut-
bryter en epedemi. Vid tiden t har y(t) personer drabbats och

alla drabbade har samma fdrmiga att i sin tur smitta andra osmittade
personer. Antag att 8000 personer drabbats vid tiden t = 0 och

80000 vid tiden t = 1. Hur m3nga har fitt sjukdomen vid tiden t = 3?
Antag att antalet midnniskor som fﬁds-eller d6r under denna tid 3r

forsumbart.




*)

L3sning: Antag att y(t) personer drabbats efter tiden t. Sdtt:

B = 8,000.000 och mot tiden

v
y(t + At) - y(t) = k y(£)(B - y(t) At
mot antalet friska

antalet som smittas

under tiden At m¥antalet smittade

dr direkt prop =mmt
Division med At ger: y' =k vy (B -y)

—§T§X:—;y— = k (separerade variabler!)

1

1 1 B

EI(§ +B_y)dy = [k dt

il In —Y— =kt +C

B
B -y

tnO»_.L = 8 000 - ! - lln_l._ a
B-y 8.000.000 - 8 000 999 B 999

ts].g__l_—- 80 000 -1alln..l = k + C
B-y 8.000.000 - 80.000 99 B 99

t =3 ger +ln—Y— =3k+Ca3k+3~2Cn

e3m 1 o 2 Y 2210999 -3 1n 99 =

B 99 B 999 B~y

999 - 999 37 - 37
99 + 99 - 99 1. 11 - 1 10 11 - 1

= 1n

oY ..3130 ey ey =B

B-y 11 11+ 11 u+ 1

u..‘_3_fl_9.~1-o u w-‘-»y(3)w—1~5-4mﬂj.

133 u + 1 2 2




()

Kort repctition av proportionalitet:

y 4r dirckt prop. mot x om det finns en konstant k siddan att

y = k ¢ x. Ex. k = kilopris, x = antal kilo, y = pris.

y d4r direkt prop. mot x och u och omvédnt prop. mot t om det

finns en konstant k sddan att

Ex.} Om svidngande broar.

—:}x A'\\_//B

Antag att en bro #r upphingd i tv3d punkter A och B, D3 bron be-
lastas ‘avviker den (pd mitten) frin viloldget med x ldngdenheter.
Ddrvid piverkas mittpartiet av en kraft, riktad mot viloliget,
proportionell mot x. Om belastningen upphdr kommer bron i svidng-
ning. Enligt Newton #r d3 accelerationen x" direkt prop. mot

kraften som i sin tur idr prop. mot x:

X = - kx

Om vi dessutom har en ddmpande kraft prop. mot hastigheten x' fas

ekv.

x" = - kx - k‘x' eller

x" 4+ klx' + kx = 0.

K.E. r™ + k]r + k =0
ky I
Ty, =" 3 Vg Tk
k% ' rt r,t
Om~z» - k > 0 blir r‘ och r2 < 0 och x = Ae + Be + 0

snabbt di t+e d.v.s bron gdr utan svidngningar tillbaka till vilo-

ldget.




k
1 .
Om i k = 0 blir r, = rz och
k
i
"—2-’- t .
x = (At + Ble + 0 fortfarande d& t -+ 0,
2 Ky
K 2 3t
Om diremot i k = - w <0 fis l8sningen x = e (A coswt + B sinwt)
k
A
2

d.v.s bron beskriver en ddmpad (e + 0) svdngningsrdrelse da

Lo,

Om bron dessutom pdverkas av en yttre kraft Q(t) blir D.E £8r brons

rOrelse
€ X" = - kx - kx' 4 Q) duv.s

x" o+ k,x' + kx = Q(t)
! 2

k
Vi antar att vi har det periodiska fallet med Zl
Vi ridknar vidare med begynnelsevillkoren x(0) = x'(0) = O.

k‘t

-k = - w2 < 0.

-

+ e 2 (A coswt + B ginw t)

I. Q(t) = a=x = xp X %

som ger k.t
1

a Z ,_ a ak

x(£) =g te T (oot = 0

sinwt)

¢ om hdnsyn tas till begynnelsevillkoren.

Anm. Bron kommer i sviingning H#ven om belastningen #r kvar!

II. Q(t) =sinat, a >0, a % w, k‘ =0

(d.v.s w=/K) ger l8sningen (kontrollera!)

x(t) = ~**L—7§ (sin a t - 2. sin Vi t)
k- a v,l—(—.

som #r e¢n periodisk svingning, ddr amplituden blir farligt stor ndr

a2 ligger ndra k. Vad hinder ndr a = VA

111, Q(t) = sin /Kt , k.

;- 0 gur l8sningen

X frin X,
[HP ,,(,_“,)\_,wm‘\
x(1) =~ 2 t cos Vk't =~ sin /R 't
2k 2k
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Fes

om hdnsyn tas till begynnelsevillkorenb(kontrolleral). Faktorn

t i 1:a termen i 18sningen svarar mot att svingningens amplitud
Skar hela tiden sd.att bron till sist brister. Det som kan for-
hindra detta (och oftast i praktiken gdr det) dr den dimpande
faktorn k,,som vi for enkelhetens skull satt till O hidr. Dock
lir det ha hidnt under 1:a vidrldskriget att en marscherande trupp
vid ett tillfélle)genom att de gick i den takt som svarade mot
brons egcnsvéngning}fick en bro de skulle pagsera att brista,
varvid truppen stdrtade ner i djupet. Detta ldr ha lett till

att trupper fick order att marschera i otakt Uver broar,

Ett liknande fenomen med resonans gdr att sopraner med sina
roster kan spridnga sdnder kristallglas genom att hdlla ut en
limpligt hdg ton (= glasets egensvingning d.v.s den svdngning
som svarar mot den ton som erhdlles di man knackar pd glaset

med t.ex en sked) tillrdckligt ldnge.

Med Myckel Ly cka it
naje
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Exempel (Populationsmodeller). L&t =x(t) vara antalet
individer vid tiden t i en population. (Populationen kan
vara t ex bakterierna i en kultur, hararna i ett skogsomrade
eller jordens befolkning.) Det #r klart att x(t) &r ett hel-
tal, och alltsa varierar sprangvis med t. Speciellt dr x(t)
ingen deriverbar funktion. Om emellertid x(t) &r ett stort
tal kommer f&rdndringar i antalet med en eller ett‘par indi-
vider relativt sett att vara fdrsumbara. Vi ska i var modell
av populationen gdra approximationen att x(t) &4r en deriver-
bar funktion.

Lat r(x,t) vara skillnaden mellan f&delse- och d&ds-

intensitet hos populationen, s& att tillvixten ir

& = rix,t)x.

Den enklaste situationen &r att r(x,t) 4&r konstant, r(x,t) = a.
Aven om detta inte dr helt sant bdr det kunna vara en rimlig
approximation under ett kort tidsintervall. Vi far 48 differen-
tialekvationen

. dx _
(49 I - ax,

som i dessa sammanhang gir under namnet Mafthus fag. Antag
att vi har ett begynnelsevirde x(to) = X,- LOsningen till (9)
blir da

a(t-t)) x4

X(t) = Xoe ’

en om a > 0 vixande, om a < 0 av- T
. S X))
tagande exponentialfunktion. © ©°

Ekvationen {4} kan tinkas vara

en realistisk modell om populationen _
inte blir alltf&r stor. (Dess resultat &verensstimmer vil med
vad man vet om jordens befolkningsutveckling under de senaste
trehundra &ren.) F&r stora virden pa t gef (#4) emellertid
uppenbart orimliga resultat.

Om populatibnen blir f&r stor miste vi ta hdnsyn till att
individerna konkurrerar om utrymme, fédoresurser m m, nagot

oV
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som inte beaktas i IL); Vi gdr detta genom en tillidggsterm i

hégra ledet i 11y,

ey g% = ax - bxZ.
Hdr &r a och b positiva konstanter med b mycket mindre
in a, s& att effekten av till&ggstermen midrks bara d& x(t)
dr stort. Till&ggstermens utseende-kan motiveras med att det
statistiska medelvdrdet av antalet mdten per tidsenhet mellan
tva individer &r proportionellt mot x(t)z. Differential-
ekvationen (2' gar under namnet den fogistiska fLagen. (Den in-
férdes av en holl&ndsk matematisk biolog, Verhulst, 1837.)

I (Z)kan variablerna separeras. Efter litet rdkningar,
som Sverldmnas at l&saren, fi&r man

a - bx
o}

a - bx(t)

a - bx
o

a - bx(t)

alt-t_)
llnX(t) = e ©
a X

@]

- Xt

o] X
O

=t -t

Man kan se att uttrycket inom beloppstecknen &r positivt. (Av
(3, fbljer ndmligen att en 1l¥sning som skidr linjen x = a/b har
derivatan lika med noll i skdrningspunkten. Av entydighets-
satsen i kapitel 3 fdljer att denna 1&sning maste vara

x(t) = a/b. Ingen annan 1l8sning kan alltsd skdra linjen

x = a/b.) Vi kan d&rfdér ta bort absoluttecknen och 1&sa ut

x({t):
ax

x(t) = . -a(t-t_) -
be + (a—bxo)e o
X‘F
Vi ser att x(t) - a/b d& t » « a/bd o o e e o __
oberoende av begynnelsevidrdet.
Om 0<x_<a/b &r x(t) vidxande.
° . . a/2b-]
Funktionskurvan, den s k {Logdstik-
kunvan, har ett S-format utseende. U g
- © 0
Visa som 86vning att x(t) = a/2b 3
+-

i inflexionspunkten.
Lésningen till fi_) visar i mdnga fall god dverensstidmmelse

med gjorda observationer.

Anm. Differentialekvationen (<) har anvints som modell i manga
andra sammanhang, exempelvis radioaktivt sdnderfall. I sjdlva

verket dyker den upp varje gadng vi har att gdra med en exponentiellt

varierande funktion, eftersom den satisfieras av x eat
o

Ekvationen (j;} férekommer bl a i samband med kemiska Jdm-
viktsreaktioner.




Tumortillvixt

"Pritt levande" celler i méttlic mingd tillvixer wmed en
hastighet som iir proportionell mot cellkolonins storlek.
Om V(t) betecknar volymel av cellern: vid tiden t,
giiller alltsa

dv _
= k- Vi) (1)
dt
Solida tumdrer diremot tillvixer inte p. somms sitt. Den tid

det tar for tumdren att fordubblz sin volym ollr allt lidngre.
0lika forssk har visat att minga colidn tumdrers tillvixt ian
beskrivas med ekvationen )

dV_ A et Vi (2)

dt A> O

Om vi dessutom vet att volvmen vid tid:n =0 dr V_ och sedan
. J . c
1ldser vart IVP, fir vi dea sk. Gompertz relutlon:

N ' _ - ot
,, - A (1- e7%F)

Vit =V, e (3 )

Medicinska forskare har lagt fram tv: oliks teorier om
varfdr tumdrtillviixten avtar. De tv: teorierna kan Aekidlie—
gras genom att man antingen hinfir o *® §ill V(%) eller
till konstanten A, i (a) ' - :
(A "“t) Vi) ii) /\( ot \/(t))

&f dt

i) Enligt den forsta teorin beror den minskande tillvaxtoen
pd att cellerna blir uldre.Celldelvingen sker mindre ofta
~och delningen tar linsre tiﬁ. '

24
S

- ii)Enligt denna teori sker c= 1lﬂaln4n‘nn 1ilk  snabblb hela

tiden, men brikdele: collor, sow fort.: tter bt delz sej
, ndr tumdbren blir ‘ldre, blir RN 'WLr '
; Detta beror ni att bLlodtillfGrz=-ln £ill cbIW*Vn witt 1nne

i tumdren s sminingom upphdr. Cellern: ddr, och till slut
finns det bara ebt. yttre skal nom lever och fortsitter
att dela sej. | |




