Viktiga begrepp och resultat - Griansvarden, kontinuitet

e Gréansvirdesdefinitionerna. Dessa dr visentligen av tva typer:

— Vi siger att f(x) har griansvirdet G d& = gir mot odndligheten om vi kan f3
funktionsviardena f(z) godtyckligt ndra G for alla tillrackligt stora x. Vi skriver da
lim f(z) =G,

Tr—00

eller
flz) = Gdaz— o0

— Vi séger att f(z) har gransvirdet G d& = gir mot talet a om vi kan fa funk-
tionsvirdena f(x) godtyckligt nira G for alla x som ligger tillrickligt ndra a. Vi
skriver da

lim f(x) =G,
eller
fle) = Gdaz—a
o Grinsvirdesdefinitionerna - de formella versionerna.

— Vi sager att f(x) har grinsvirdet G dd x gdar mot odndligheten om det for varje
€ >0 finns ett w = w. sddant att

xr>w

veD; }:>|f(x)—G|<5.

Vi skriver i sd fall f(x) — G dd x — oo eller lim, . f(z) = G.

— Vi sdger att f(x) har gransvirdet G dé x gdr mot a om det for varje € > 0 finns
ett 6 = 6. > 0 sdadant att

|x —al <§

zeD; }:>|f(a:)—G|<£.

Vi skriver i sd fall f(x) — G ddé x — a eller lim,_,, f(z) = G.

e Vi infér beteckningarna

lim f(z) = lim f(z) 2 gar mot a fran hoger
T—a4 T—a,x>a

lim f(x) = lim f(x) « gar mot a frin vénster
rT—a— r—a,x<a

e Regler for gransviardesberdkningar: Ldt a vara ett reellt tal eller +oo.
1. Om f(z) — 0 ddé x — a och om g(x) ar begransad for x ndra a sd foljer att
f(z)g(z) — 0da z — a.

2. Om
lim f(x) = A, och lim g(z) = B,

r—a

sa foljer att
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lim(f(z)+g(z)) = A+ B

r—a

3. (Sammanséttningsregeln) Om
fle) = Addax —aochg(t) —addt—p

sa foljer att
flg(t)) — Adat —p.

4. (Instdngningsregeln) Antag att

lim f(z) = lim g(z) = A,

r—a Tr—a

och att
f(z) < h(z) < g(x)
for x nare a. Dd foljer att

lim h(x) = A.

r—a

5. Om f(x) < g(x) for x ndra a och

lim f(z) = A, och lim g(x) = B,

r—a r—a
sa foljer att
A< B.

Definition av kontinuitet:

— En funktion f dr kontinuerlig i punkten xq € Dy om det gdller att

lim f(z) = f(zo).

T—xo

Vi sdger att en funktion f dr kontinuerlig om den dr kontinuerlig 1 varje punkt i
sin definitionsmangd

Sats: De elementdra funktionerna dr kontinuerliga.

Sats: Om f och g dr kontinuerliga sd dr ocksd funktionerna f + g, fg, 5 och fog
kontinuerliga pd sina resp. definitionsmdngder.

Satsen om mellanliggande virden: Om f dar kontinuerlig pd intervallet [a,b] sd
antar f varje varde mellan f(a) och f(b).

Foljdsats: Om f dr kontinuerlig pd intervallet [a,b] och om f(a)f(b) <0 (dvs. funk-
tionsvardena f(a) och f(b) har olika tecken) sd har f minst ett nollstille pd intervallet

la, b].

Sats: Om f dr kontinuerlig pd intervallet [a,b] sd antar f ett stérsta och ett minsta
varde dar. (Speciellt sé blir dé f begrinsad).
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e Talet e - den naturliga logaritmens bas - definieras som

1 n
e = lim <1 + —> .
n—oo n

Det visar sig att e &r irrationellt, e = 2.7182. ..

e Standardgrénsvirden: De mest visentliga &r

1.

lim 2%z =0, oma>0
z—0+

t x
lim (1 + —> =el,
T—00 €T

In(1
lim M =1,
z—0 x

z—0 X

e En asymptot till en funktion f(x) &r en rét linje som har den egenskapen att grafen
y = f(z) kommer godtyckligt néra denna rita linje bara vi befinner oss tillrackligt langt
ifrdn origo. Asymptoter kan vara av tva slag - dels lodréta linjer av formen z = a och
dels “sneda” linjer av formen y = kx + m.

Tillvagagangssatt for att finna asymptoter till rationella funktioner f(x) = p(z) (dvs.

q(z)’

p(z) och g(z) ar polynom).

1.

Lodrédta asymptoter. Finn samtliga nollstéllen till ndmnaren, dvs. 16s ekvationen
q(x) = 0. Om rella sddana ej finnes s& saknas lodrita asymptoter. I andra fallet,
om a skulle vara ett nollstélle till g(x) s& krévs en undersokning av funktionen f i
ndrheten av a. Om det visar sig att

lim f(z) = oo och/eller lim f(z) = oo,
T—aq T—a_

d& ar x = a en lodrét asymptot.

. Sneda asymptoter. Om grad(p) >grad(q) + 1 s finns inga sneda asymptoter. Om

grad(p) <grad(q)+1 s& finns en sned asymptot y = kx+m, som man finner enklast
genom polynomdivision; man kan d& skriva

f(x):I~c:l;—i-'rn+M

q(z)’
dér kz + m ar kvoten och r(x) resten vid en sadan division.

r(x)
q(z)

Eftersom lim,_, 4
asymptot till f(z).

= 0, sa foljer med en gang att da &r y = kx + m en sned



