Kedjeregeln med bevis.

Forst en alternativ formulering av deriverbarhet.

Den tidigare givna definitionen av deriverbarhet innebar:
Funktionenf arderiverbari x, om f &r definierad i en omgivning av och grénsvérdet
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(1)
existerar. Om vi kallar differensen mellan differenskvoten och dess gransdédtde(z, h)
(vi kan definiergo(z, 0) = 0, sa blir funktioner — p(z, h) kontinuerlig iz = 0),

sa har vi
f(x+h) = f(z) = (A+ p(z,h))h dar }llii%p(xv h) =0, 2)

vilket utgor en ekvivalent formulering av (1perivatan A skriver vi vanligenf’(x).
Kedjeregeln:

Om g ar deriverbar ir och f &r deriverbar iy(), sa arf o g deriverbar i x, och

(fog)(z)= f(9(x))d (x).

Bevis:

Att g och f ar deriverbara i respektivey(x) innebar alltsa enligt (2) att det finns
tal ¢’(z) och f'(g(x)), sa att

o g(x+h)—g(z) = (¢ (x) + p1(z,h))h dar lim,_pi(z, h) =0,
o flg(x) +k)— flg(x)) = [f'(9(x)) + pa(g(z), k)| dar limg_op2(g(x), k) = 0.

Medk = g(z + h) — g(z), och alltsqg(z) + k = g(x + h), far vinu:

foglx+h)—fog(x)= flglx+h))— flg(z)) = 3)
= [f'(g(x)) + p2(g(z), K)|(g(x + k) — g(x)) = (4)
= ([f'(9(x)) + p2(g(2), k)](g' () + p1(z, h))h. (5)

Darmed ar differenskvoten fifro ¢

fOMx+2—foﬂ@:4f@u»+m@@%MMﬂ@+ﬂﬂ%m) ()

Lath — 0. Eftersomy ar deriverbar, darmed kontinuerlig, sa galleriatt g(x+h)—g(x) — 0,
varmed bade; (x, h) ochpy(g(z), k) gar mot noll. Vi far(f o g)'(z) = f'(g(z))g'(x). VSB



