Viktiga begrepp och resultat - Primitiva funktioner

Definitionen av primitiv funktion: Ldt f vara en funktion definierad pé ett intervall I.
Vi siger att en deriverbar funktion F dr en primitiv funktion till f om det gdller att

F'(z) = f(z), =ze€el.
Vi skriver F(z) = [ f(x)

Sats: Om Fy dr en primitiv funktion till f sd har alla andra primitiva funktioner till f
formen

F(x) = Fy(z) + C
for nagon konstant C.

Sats: Om f dr kontinuerlig pd ett intervall I sé finns en primitiv funktion till f pd I.

Elementéira primitiva funktioner:

1. [oade =az+C 2. [z%dz = Oill, a#—1
3. [Ldz=|z|+C 4. [e*dz=¢e*+C

5. [sinzdr = —cosz+C 6. [coszdr =sinz+C
7. [15zde = arctanz + C 8. fﬁdmzarcsinx—ko

Rékneregler: Lat f,g vara givna funktioner, F' en primitiv funktion till f och l&t «, 8
vara konstanter. Da géller

L f( af x +59(:E ))dx = aff(:n)d:v+ﬁfg(:1:)dx Linjaritet
2. [ f(z)g(x)dx = () — [ F(x)g'(x)dx Partiell integration
3. [ f(g )dZL‘ = ( (x))+C Variabelsubstitution

Variabelsubstitution anvinds mycket ofta, och kalkylerna brukar formaliseras pa foljande
satt:

| 1ot dx—uu__gé ] [ Hwdu= Py + € = Flg(a) + C.

Foljande formler underldttar kalkylerna ibland:

1. [ flax+b)dx = 1F(az +b) + C
2. ff(zdx—ln|f(:c)|+0
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Standardsubstitutioner

1.
_[u=ar+b _1
[ taw =[G g ] =3 [ S
Exempel:

1 . u=2r+3 1 1 B B
/TH = = [du:de@dx:%du}_2 ﬁdU—\/ﬁ+C—¢2x+3+c
Exempel:

Tz—2 _ u="Tr—2 _1 . _lu _1790_2

/e dr = [duz?dx@dl‘:ldu]_7/e du_7e —|—C’—7e +C
7
2. )
2 _[u=ax“+b —i
/f(am +b)zdr = [ du = 2azde = dr = F—du } = 2a/f(u)du
Exempel:
2
2 5/2 _ u=3x"+1 :1 52
/(33: +1)* zdx [duszdfc@dx:édu} g U du

1 u™/? 1.5 n
- -4 . /2
5 7/2+C 21(Z’)x +1)

Exempel:

2
.9  Ju=z"+1 Y
/sm(x +zdz = [ du = 2zdxr & dr = %du } 2 /sm(u)du

1 1
= -3 cos(u) + C = D) cos(z? +1) +C

3. Mer allmént: om n # 0 sa far vi

n n-1,. _ [u=ax"+b _ 1
/f(ax +o)z" dr = [ du = naz™ ldr & dr = ﬁdu ]  na /f(u)du

. u=sinz
/f(smx) cos zd = [ du = coszdx < dr = —L—du ] - /f(u)du

Ccos T

. U = COS T
/f(cos z)sinzdz = [ du = —sinxdr < dx = —Si}mdu ] N —/f(u)du
Exempel:
#cosxda: = { u=sinz ] = Lalu
2+sinz T ldu=coszdr s dr=_—dul = | 2+u
= In24+u/+C=mn2+sinz|+C
Exempel:

/ e“** sin xdx

[u:cosx ]__ s
duz—sinxdw@dm:—si}mdu o
— 4 (= —T L (O



Primitiva funktioner sid. 3 av 5

5. Ibland fungerar detta:

/f(ﬂ)dxz[“:ﬁﬁuzzm’ (u=z0) ] :2/f(u)udu

2udu = dx
Exempel:
_ 2 _
/cos(\/f)d:n = [ ;u:lu\/j;l:;u -t } = 2/cos(u)-udu

= [Partiell integration} = 2usin(u) — 2/sin(u)du

= 2usin(u) + 2cos(u) + C = 2y/xsin(y/z) + 2 cos(y/x) + C

e For att bestdmma en primitiv funktion till ett rationellt uttryck % gar man tillviga
pa foljande sétt:

1. Om grad(p) >grad(q) utfor polynomdivision. D4 kan vi skriva

PE) iy, T
(@ = PO

dér k(x) och r(z) &r polynom sadana att grad(r) <grad(q). Eftersom k(z) &r enkel

att finna en primitiv funktion till s& &r problemet nu reducerat till att bestdmma

[ ;g;g dz.

2. Faktorisera namnaren ¢(x) i irreducibla reella faktorer av grad hogst 2.

3. Utfor en s.k. partialbraksuppdelning, med féljande ansatser:

Faktor i ndmnaren | Ansats
e %
(x— )’ et e
(x —a)™ ﬁ—;%—(gﬁf—i)g—l-----i-(xf—g)n
az? +bx +c %
Exempel: Om grad(p) < 5 s& ansétter vi
p(z) A B C Dz + FE

@12+ 160413 -1 @—12 242 2+6r113

Exempel: Bestdm alla primitiva funktioner till

3+ 422+ +8

@ =wiye
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Eftersom ndmnaren har grad 3 och taljaren grad 4 behover vi ej utfora nagon polynom-
division. Partialbraksuppdelning:

442’2+ +8 Ar+B Cx+D (Az+B)(22+2)+ (Cx+ D)(2%+1)
flz) = 2 2 =2 T3 = 2 2
(@24 1)(22 +2) 2 +1 % 42 (2 4+ 1)(22 4+ 2)
(A+C)2®+ (B+ D)x? + (2A+ C)x +2B + D
(22 + 1) (22 +2)

A+C=1 A+C=1 c=1

- B+D=4 - B+D=4 - D=0

2A4+C =1 A=0 A=0
Foljaktligen;

4 T 1 1 2
de = do =4 de + = d
/f(x)x /<x2+1+x2+2> * /x2+1$+2/m2+2$

1
= darctanz + 3 In(z? 4+ 2) + K,
ddr K &r en godtycklig konstant.

Hantering av partialbraken. De linjdra faktorerna ar enkla:

1
/ dx =In|x — o]
r—a«

1 1
/mdm__l(n—l)(m—a)"_l om n > 2

De irreducibla kvadratiska
Ax + B
——dzx
2+ br+c

vallar ofta lite mer huvudbry. En kvadratkomplettering av nimnaren z2 4 bx + ¢ =
(x +b/2)? — (b/2)? + ¢ och substitutionen u = x + b/2 for éver integralen till formen

/C’u+Ddu
u? + d?

som gar att berékna;

Cu+D Cu D
e ™ = | ere™t ) wre™

C 2u D 1 C 9 9 D U
B 5/mdu+ﬁ/<g>2ﬁd“ g ) g arctan(y)

Exempel:

/ 2m—kl dr — z+1
z2+2x+5 N (z+1)2+4
u=x+1 1 1

U T3

1, 1
—u—1| = d —2__du 2
e /u2+4 v / u?+4 +/u2+4 "

du = dx
1 2u 1 1
- Z/u2+4d“+§/(u/2)2+1d“

1 1
= ZID(UQ +4)+ Zarctan% +C

+ + l\)l»—l
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+1

1 1
= [tillbaka till z] = 1 In(z? 4 2z +5) + 1 arctan +C

Allméana tips vid integration

Forenkla uttrycken sa langt som mojligt.

Om integralen involverar ett kvadratiskt uttryck az? + bx + ¢ , ab # 0 sa forsok att
kvadratkomplettera. En enkel substitution reducerar sedan det kvadratiska uttrycket
till en summa av kvadrater.

Integraler som involverar produkter av trigonometriska funktioner kan ibland bestdmmas
eller forenklas genom att anvinda limplig trigonometrisk formel t.ex sin? a4 cos? v = 1
, sinavcosa = §sin2a , sin® a = 1(1 — cos 2a) och cos® o = $(1 + cos 2).

Integraler som involverar uttrycket (a®? — 332)% kan bestdmmas genom substitutionen
z = asinf. Trigonometriska integraler [ f(sin)df kan ibland bestdmmas genom sub-
stitutionen ¢ = tan(6/2).

Anvind partiell integration fér att 16sa integraler som involverar sddana funktioner som
t.ex produkter av polynom och exponentialfunktioner, logaritmer och trigonometriska
funktioner. Var uppmaérksam pa olika sdtt att anvinda partiell integration for att fa
formler som representerar komplicerade integraler i termer av enklare sddana.

Anvénd partialbraksuppdelning for att integrera rationella funktioner vars ndmnare kan
faktoriseras till reella linjira och kvadratiska faktorer. Kom ihag att om nddvindigt
utféra polynomdivision for att f& ett brak dir polynomet i tiljaren har ligre gradtal dn
polynomet i ndmnaren.



