Gransvardesberakningar i praktiken
- ett komplement till kapitel 2 i analysboken

Jonas Mansson

Néar man beréknar gransvirden anvinder man sig av en rad olika strategier beroende pa det givna
problemet. Avsikten med dessa sidor ar att ge exempel pa de viktigaste av dessa strategier. Det
vi kommer att titta ndrmare pa ar

L. Gréansvéarden som vi kan bestdmma direkt
II.  Standardgrénsvirden da z — oo
ITII. Standardgransvirden da x — 0

IV. Instdngning av funktioner

t(a 13

V. Grénsvirden av typen 0

I. Gransvarden som vi kan bestamma direkt

Nér vi arbetar med gransvéirden kan vi forutsétta att vi kéinner till gransvardena for vara “vanliga“
elementéra funktioner, t.ex. e*,Inz, 23, Lx, .... Vi behover saledes inte “bevisa®“ dessa gransvér-
den, utan kan ange dem direkt. Jag rekommenderar dock att man gor en snabb skiss av grafen

till funktionen i fraga som stéd for sin slutsats. Lat oss titta pa ett exempel:

Exempel 1: Genom att skissera graferna nedan ser vi att

1
lim Inx = oo, lim e™* =0, lim — =0, lim arctanz = —.
YA Y YA
YA
I
1 . —




Vi kan ocksa anvénda oss av olika rdkneregler for gréansviarden (se sid.136 i boken). Dessa rik-
neregler sidger viasentligen att vi naturligt kan kombinera grinsvirden av elementéra funktioner
med de fyra rdknesdtten och funktionssammanséttning.

Exempel 2: Vi berdknar nagra gransvirden:

Inz+e®— “c0+0“=00 dadx— o
——(arctanx)2—>0—(z)2:—ﬂ—2 da x — o0
NS 2 4
3 3 3
_)“ “:“_“:0 dax_>oo
x3 - arctanx + 5 0o-5+5 00

Har stoter vi inte pa nagra konstigheter, utan gréansvirdena blir precis vad vi “tror att de ska
bli“. Observera att uttryck som ar skrivna inom citationstecken inte ar formellt korrekta, utan
bara uttryck for hur man ska tédnka vid grénsvirdesberdkningen. (Exempelvis finns ingenting i
matematiken som skrivs oo - 7 + 5, men vi inser att detta uttryck totalt sett kommer att ga mot
oandligheten.) O

Alla elementéra funktioner som vi arbetar med &ar kontinuerliga, vilket betyder att om man vill
berdkna gransvirdet da x gar mot ett tal, sa sdtter man helt enkelt in talet i funktionsuttrycket.

Exempel 3:
In(z+1) In(2+1) In3

—

T 2

da z — 2.

1 1 T
— 4 arctanz — — +arctanl =1+ — daz — 1.
NG V1 4

O

Hade det alltid varit sa har 1att att berdkna gransviarden hade allting varit frid och frojd. Tyvérr
uppstar det situationer dar man inte kan resonera sa enkelt som i exemplen ovan.

T4+1 1 1
Exempel 4: Beridkna grinsviardena lim ermr och lim M
z—o0 3e% + 2 z—0 T

Vi boérjar med det férstndmnda och provar att gora en direkt berdkning av gransvardet:

: ew—i_lnw 14 m—"_w [44 [44 m [44
lim —— =¢ ——— “=“— “(7)
z—o0 3% + 12 00 + 00 00
Har stoter vi pa ett problem. Hur ska vi egentligen tolka “ 22 * 7 Uttrycket indikerar att bade
taljare och ndmnare gar mot oédndligheten, men vi har ingen aning hur “snabbt* de gar mot
oandligheten jamfort med varandra. Har gar det inte att komma léngre med direkta metoder,
utan vi maste anvinda oss av standardgrénsvérden (se II).

Lat oss prova nésta gransvarde:

lim hl([['—i_ 1) o« Inl @ o« 9 « (7)
x—0 x O 0




Aven hér stoter vi pa problem da vi inte vet hur vi ska tolka % “. Vi maste anvinda oss av andra

metoder (se IIT). O

Anmérkning: Uttrycken “ 22 “ och “% “ ovan ar exempel pa “farliga“ uttryck dar vi inte kan
sdga nagot direkt om gréansviardet. Andra exempel pa farliga uttryck &r

« 00 — 00 u, « 0- 0o u’ « 100 LL’ « OOO LL7 «“ 00 “«

Far vi nagot av dessa uttryck kan vi inte berdkna gransvirdet direkt, utan maste anvinda oss av
nagon annan metod. (Uttrycket “5 %, dar a ar en konstant, &r lite speciellt och kommer sarskilt
behandlas i avsnitt V.)

II. Standardgransvarden d& z — oo

Om man férscker bestdmma ett gransvarde direkt och kommer fram till ett “farligt” uttryck, t.ex.
* 2 far man i stéllet 16sa problemet genom att forsoka hénvisa till redan bevisade griansvérden,
s.k. standardgrinsvirden. De standardgransvéirden vi kan anvénda finns beskrivna pa sid.155-156
i boken.

Vi ska nu forscka illustera principen for att anvinda standardgransvirden da z — oo. De stan-
dardgrénsviarden som anvinds i exemplen nedan &r

“1

6T L0 diz— o (1)
xOé

— —0 daz— o0 (2)
afC

Dessa griansviarden sdger sammantaget att varje exponentialfunktion véxer snabbare mot odnd-
ligheten dn varje annan potensfunktion, som i sin tur viaxer snabbare mot odndligheten &n varje
annan logaritmfunktion.

Exempel 5: Beridkna gréansvardet
. e+ Inx
lim ——.
a—oo 3e* + 12
Vi sag i exempel 4 att detta grinsvirde inte kan berdknas direkt, da det ar av typen “22 . Men
nu vet vi att exponentialfunktioner viaxer snabbare mot oéndligheten &n bade potensfunktioner
och logaritmer, vilket innebéar, for stora virden pa x, att

e +Inx e

3er + 22 3ev

57
Grénsvérdet borde dérfor vara 1/3.

Detta fungerar dock inte som ett helt 6vertygande argument, da vi vet att man i matematiken
maste hanvisa till bevisade satser. For att kunna anvinda standardgransvirdena ovan maste
uttrycket vara exakt pa formen i (1) och (2). Vi anvinder déarfor foljande allménna princip for
att skriva om funktionen:

Dividera bade téiljare och namnare med ndmnarens dominerande term.



Med dominerande term menas den term som véxer snabbast mot odndligheten, och ndmnarens
dominerande term i var funktion ar e*. Vi utfér divisionen:

e +1lng 1412

er

3er + a2 3+2’—j‘

Nu kan vi anvianda standardgransvérde (2) pa uttrycket i—i, och det foljer att i—i — 0dax — oo.

Visserligen sa vet vi att logaritmfunktioner vixer véldigt mycket langsammare &n exponenti-
alfunktioner, sa det borde vara uppenbart att 12—1‘“ — 0 da z — 0. Ska man dock vara riktigt
byrakratisk, sa finns det faktiskt inget standardgransvirde som sdger det. Man kan dock skriva
om uttrycket genom att “slanga in“ en godtycklig potensfunktion (t.ex. x) och pa si sitt kunna
anvanda standardgrénsvirde (1) och (2):

| |
n$:_n:17'£ﬁ0.0:0 da x — oo.
er x er

Riktigt sa byrakratiska behover dock inte ni vara; det hade gatt bra att sdga 22 — 0 direkt.
g Y g ga =

Nu aterstar det bara att sammanfatta vara resultat:

e’ +Inx l—i-lgf 1+0 1 &
= — = - daz— oo
3er +22  3+Z 340 3

Exempel 6: Berdkna gransvirdet
. z+(Inz)®
lim ————.
z—o0 I3 4 Tx?

Hir dr ndmnarens dominerande term 23, och vi dividerar téljare och nimnare med den:

4+ (Inz)® 9%2 + —(h;?f)s
4T 1+
Hér skulle vi vilja tillampa standardgransvérde (1) pa termen (h;“;f)s, men problemet ar att loga-

ritmen i téljaren dr upphojd med fem. For att fa anvinda gransvardet skriver vi forst om kvoten

som en enda potens:
nz)° (Inz\’
(In) :(r;/“;) —0°=0 daz— oc.
X X

Sammanfattningsvis far vi nu

v+ (e’ B+ 85 040 0 da
= — = r — OQ.
a3 + Ta? 1+1 1+0



III. Standardgransvarden da x — 0

Hur arbetar man med standardgransviarden da x — 0 7 Nedan finns ett antal exempel for att
illustrera principerna. De standardgransviarden som anvands i exemplen &r

TR 01 daz—0 (3)
xr

e —1 .
. —1 daz—0 (4)

In(1

n+2) 1 gaz—o0 (5)
s

«0 cc')

(Observera att alla gransvérdena ovan &r av typen “j

Exempel 7: Berékna gransvirdet
. sin2x
lim
z—0 €T

Hér ser det ut som om vi skulle kunna anvinda standardgréansvirde (3) direkt. Men observera att
detta inte gar eftersom vi har 2z innanfor sinusfunktionen i téljaren och bara x i ndmnaren. Som
papekades ovan - for att fa anvinda ett standardgréansvirde maste var funktion éverensstdmma
exakt med denna.

Déaremot kan vi, genom att forlanga med 2, skriva om funktionen som

sin 2x sin 2x

T 2z

vilket gor att vi nu har samma uttryck (d.v.s. 2x) i bade téljare och ndmnare. Vi gér nu en s.k.
substitution och kallar 2z for ¢.

sin 2x _ 9 sin 2z sint

T 2z t

Observera att eftersom ¢ = 2x sa kommer ¢ att ga mot noll nér x gor det, och nu kan vi anvinda
standardgrénsvirde (3). Skriver vi ut hela 16sningen far vi

sin 2z sin 2z t =2z sint .
=2 = (o aa o ) =2 T 2 =2 daa o
0
Exempel 8: Beridkna gréansvardet
im—
z—0 3% — 1

Hér vill vi gérna anvinda standardgransvirde (4), men ser att téljare och ndmnare dr omkastade.
Detta kan vi dock latt “fixa* genom omskrivningen




Precis som i exempel 7, for att fa 3z bade i téljare och ndmnare, forlanger vi med 3 och gor
substitutionen ¢ = 3z. Sen kan vi anvinda standardgransvirde (4) utan problem:

T ]_ 1 t:3£L' ]- ]- 1 do 0
1 @Az @ \t—0dar—0) T3 e 3 3 O

Exempel 9: Beridkna gréansvardet
In(1 + 3z)

eo0 In(1 + 22)
I detta exempel skulle vi vilja anvinda standardgransvéirde (5). Problemet &r att vi nu inte

har nagot x i ndmnaren utan ett logaritmuttryck. Men ett sadant x kan vi, genom en finurlig
omskrivning, “trolla fram* pa foljande sétt:

In(1+3z) In(1l+3x) x

In(1 + 2z) z  In(1+22)

Nu har vi tva stycken kvoter som vi kan berdkna gréansviardet av. Vi anvinder metoderna i
exempel 7 och 8 ovan. Forst den ena kvoten:

—3-1=3 dadx—0.

T - 3x “\t—=0daxz—0

In(1+ 3x) In(1 + 3z) ( t =3x ) _3. In(1+¢)

Sen tar vi den andra:

T B 1 B 1 [ t=2 - 1 1 4 0
In(1 +2r) Wd+2) o W@+2) — \ t —0daxz—0 T mir) 9.1 g T

2z

t

Allra sist kombinerar vi vara utrdkningar:

In(1 In(1
n( +3x):n( +3z) x _)3'_:§ di 2 — 0.
In(1 + 2x) x In(1 + 2z) 2 2
O

Exempel 10: Berdkna gréansvérdet

) esinz -1

lim —

z—0 SInT

Det ar lockande att forsoka anvdnda standardgransvirde (4) hér. Vi ser dock att vi har sinx i
stéallet for x i uttrycket.

Lat oss fundera lite pa vad standardgransvérde (3) sdger. Den upplyser oss om att kvoten mellan
sin z och x ndrmar sig 1 da z blir litet. Detta innebér speciellt att sinx ar ungefar lika stort som
x for sma virden pa x. Det ligger déarfor néra till hands att prova substitutionen ¢t = sinx. Da
x — 0 kommer nu ¢t = sinz — sin0 = 0.

| t=sinx el —1 1 da 0
_— = = — —
sinz t=sinz —sin0=0daz— 0 t at




IV. Instangning av funktioner

Ibland ar det dock inte mdjligt att anvinda metoden med standardgransviarden. Ett annat satt att
bestdmma gransvirden &r att “stdnga in” funktionen mellan tva andra funktioner, vars gransvar-
den vi kan berdkna. Da kan vi ocksa dra slutsatser om gréansvirdet av den instdngda funktionen.

Exempel 11: Berdkna gréansvérdet
lim 2? sin —.
z—0 x
1

Funktionen sin — ar en sinusfunktion, och darfor vet vi att

1
—1<sin— < 1.
x

Eftersom z? alltid ér positiv kan vi dra slutsatsen att
2 2. 1 2
—r° < z°sin— <z
x

for alla viirden pa x. Hir ser vi att var funktion dr “instingd” mellan funktionerna —z2 och z2,
och bada dessa funktioner gar mot noll da z — 0. Det finns da inget annat alternativ dn att var
funktion ocksa nérmar sig noll, i.e.

1
2¥sin—= —0 daz — 0.
T

Denna instdngningsprincip fungerar dven da x — oo, vilket illustreras i foljande exempel:

Exempel 12: Lat oss tdnka en situation dér vi lyckats visa att funktionen f(x) uppfyller

2 +1 % 42
< <
x2+2_f(x)_3:2+1

for alla o storre dn nagot visst tal (t.ex. # > 0). Vad blir da lim f(x) ?

T—00

Vi dividerar med nidmnarens dominerande term (i.e. #?) i bada funktionsuttrycken och far

1+ 1+
< <
1+ 2 s Jl@)s 77

e

8

Nu ser vi att f(z) ar instédngd mellan tva funktioner som bada gar mot 1 da z — oo. Alltsa kan
vi dra slutsatsen att &ven f(z) — 1 d& & — oo. Denna situation illusteras i figuren nedan:

Y

]Y
O



(Ca 43

V. Gransviarden av typen g

[ fallet “% “, dér a dr en konstant, fir man iaktta extra forsiktighet. Visserligen kan detta ut-
trycka ett véldigt stort tal, vilket tyder pa att vi ska tolka det som odndligheten, men det kan
ocksa uttrycka minus odndligheten om ndmnaren &r negativ samtidigt som den nérmar sig noll.
(Tecknet pa a spelar givetvis ocksa roll.) Lat oss studera nagra exempel:

Exempel 13: Berdkna lim 1

z—0
Detta ar ett gransvérde av typen “% “. Lat oss forst betrakta fallet x > 0. Nar x da ndrmar sig 0,
d.v.s. x ndrmar sig 0 fran héger pa tallinjen, &r ndmnaren hela tiden positiv, vilket betyder att
“% “ ska tolkas som 4o00. Daremot om x < 0 och z darfér ndrmar sig 0 fran vanster pa tallinjen
tolkar vi uttrycket “% “som —oo. Gransvirdet kan inte bade vara 400 och —oo och slutsatsen
blir att gransviarde saknas da x — 0.

Déaremot existerar de s.k. ensidiga gransvirdena

r .1 1 1

Iim — =% — “= 400 lm — =% — “= —o0.
z—0t T 0t ’ z—0— X 0—

]Y

O

. . o . . l—x

Exempel 14: Berdkna de ensidiga gransvirdena da x — 2 for f(z) = 5
x JE—

Med formella griansvardesrakningar far vi nu direkt
wl1=2% « @ =1 « 2

B
T —92 445:32442448_}442+OO dé$—>2_



