EN MATEMATISK MODELL
FOR EN ENKEL SVANGNING.

Lat oss studera den enkla form av svingning, som sker, da en vikt hingande i en fjdder ror sig
upp och ner.

i rorelse

Till vénster i bilden ser vi kroppen med massan m i vila. Den ror sig inte, dvs. inga resulte-
rande krafter paverkar kroppen. Den befinner sig i jamviktsldget y = 0. Genom att fora krop-
pen nedat motsvaras dess ldge av ett negativt y— virde. Om vi nu sldpper kroppen, borjar
svingningsrorelsen. En kraft F driver kroppen tillbaka mot jimviktsldget, som den passerar
med maximal (positiv) hastighet, vilken driver den vidare uppét ldngs den positiva delen av
y— axeln. Hiar méts den av en motriktad kraft som blir storre ju hogre upp kroppen kommer. Forr
eller senare tar kraften 6verhanden, och tvingar kroppen att vinda. Efter vindningen skjutsar
kraften pa kroppen, tills kroppen nar niva y = 0. Kroppen ror sig da med maximal (negativ)
hastighet, men sa fort den kommit ner till y < 0 verkar kraften mot rorelseriktningen, tills den
Okande kraften aterigen vinder pa kroppen och skjutsar denna mot nollnivén, och forbi. Dérefter
upprepas exakt samma procedur om och om igen.

Om vi kan bortse fran friktionen mot luften resp. i fjadern, s& kommer svingningen att fortsitta
kontinuerligt i all odndlighet. Amplituden, dvs. avstandet fran jamviktsldget till vindpunkterna,
kommer ocksa att vara konstant. Man séger att svingningen dr harmonisk.

Den matematiska tolkningen sker med hjélp av kraftekvationen F = mji, dir ji betyder kroppens
acceleration, nir den befinner sig i laget y. Vidare utnyttjar vi den s.k. fjaderekvation F = —ky.
F betyder hir den fjdderkraft, som vill féra kroppen mot jimviktsldget. Fjdderkraften och acce-
lerationskraften &r lika. Detta innebér att, om vi ersitter den positiva konstanten k£ med m(:)(z), sa



far vi differentialekvationen

my = —m 0)(2)y eller bittre  j+ w%y =0.
Karakteristiska ekvationen m? + 0)(2) = 0 har I6sningarna mj > = i®y. och den allménna 16s-
ningen till differentialekvationen dr

y=Cicosmyt+ Crsinmyt.

Genom att sitta C; = Asin@ och C; = Acos @ kan vi beskriva 16sningen pa amplitud-fasvinkelform.
Den blir

y=Asin(®pt+ Q).

Konstanten A dr svingningens amplitud och gt + @ idr fasvinkeln. Konstanten g kallar vi
systemets egenfrekvens, dvs. den (vinkel-)frekvens med vilken systemet svéinger utan paverkan
fran nagon yttre kraft.

KOPPLAD HARMONISK SVANGNING.

lat oss nu studera en kropp med massan m; upphéingd pa en mekanisk fjader med fjaderkonstanten
ki . Under denna vikt sitter ytterligare en fjdder, med fjaderkonstanten k,, och pa denna hénger
dnnu en kropp, med massan m; .

Lat oss striacka ut fjadrarna ett stycke. Da flyttas vikterna fran sina jaimviktsligen y; = 0 och
y2 =0, till y; <O resp. y» <O0.

i rorelse

Resonemanget som nu foljer, har stora likheter med diskussionen ovan.

Den 6vre fjddern paverkar den dvre kroppen med kraften —k;y; . Den undre fjddern dr utstrackt
y2 —y1 enheter (relativt sin fastpunkt), sd den paverkar den 6vre kroppen med kraften

ka(y2 —y1), och den undre med kraften —k»(y, —y;). Kropparna paverkas alltsa av krafterna



—kiy1 +ka(y2 —y1) resp. —ka(y2 —y1). Dessa krafter maste balanseras av m; y; resp. my 3y,
vilket efter division med m; resp. my ger ekvationssystemet:

Y1

V2

Detta ir ett linjért system av andra ordningen. Vér teori for 16sning av system géller bara for
linjédra system av forsta ordningen, sa vi gor om till ett sddant. Lat oss sitta: y, =y; och ys =y,.

.o . ki ko .
Da far vi y3 =3§; = _m71y1+7(y2_y1) och ys =3, =

mi
Systemet kan da skrivas som:

eller pa matrisform:
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