Viktiga tilldimpningar av integraler

7.1.1 Finn volymen av kroppen S som genereras av rotation kring z-axeln av omradet €2
som begrénsas av y = x2, y = 0 och z = 1, medelst

a)  snittning,

b)  cylindriska skal.

a) Vi ritar forst upp omradet i planet och rotationskroppen.

Y Y
1

Vi snittar nu upp kroppen S lings z-axeln. Volymen av/ett snittelement &r

dV = ny(z)*dx = o' da.

Totala volymen fés som

1 1
V:/deﬂ/ x4dx=51)77.
0 0

b) Vi anvénder cylindriska skal och snittar darfor upp omrédet i horisontella

snitt.
Y

T

L

Volymelementet som uppsts
axeln ar

4V = (1- \y)

Totala volymen &r

1
0

r néir ett horisontellt element roteras kring -

- 21y dy.

1
V:/ dV:27r/ y(l—\/y)dy:%'[;yz—§y5/2]::27r(%—§):L})
0



7.1.6 Finn volymen av kroppen som uppstar da det éandliga omradet R som begréinsas

av y = = och y = 2 roteras kring
a)  ax-axeln,

b)  y-axeln.

Vi ritar forst upp det plana omrédet R.

Y

a)  Eftersom begrinsningskurvorna ar givna i formen y = y(x) dr det enklast

att snitta i z-led och lata varje element sedan rotera kring z-axeln.

Volymen av ett snittelement ges av
2 22
dV = nx’ dx — 7(x*)* dx %—)x
=n(z? — 2*) dz. 7/ = g2

Den totala volymen &r

1 1 1
VZ/dVZTF/(1‘2—.%‘4)d$=ﬂ[%$3—%$5:| =r(3-3)=%
0 0

b)

Vi anvinder samma snittning ldngs z-axeln som i a-uppgiften och roterar
sedan snittelementen kring y-axeln sa att vi far cylindriska skal.

Snittelementets volym &ar
dV = 2rxdzx - (x — 2?).
tvarsnitt hojden

Volymen ges av

W=

1 1 1
V:/ dV:QW/(w2—x3)dx:27r[%m3—%x4} =27(3 — ) = &
0 0

7.1.8 Finn volymen av kroppen som uppstar da det éndliga omradet R som begrénsas
avy=1+sinz, y =1, x =0 och x = 7, roteras kring

)
b)

z-axeln,

y-axeln.

Vi ritar forst upp omradet R.

Y

A~

24,

y=1

“y=sinzr+1
> T




a)  Eftersom begransningskurvorna ar i formen y = y(z) ar det enklast att
snitta langs x-axeln. Volymen av ett snittelement ges av

dV = (n(1+sinz)? — 7 - 1%) dz = n(sin’z + 2sinz) da.

Den totala volymen blir

Vz/ dV:ﬂ/ (sin®z — 2sinx) dz
0 0

v
=x |tz —1gin2z—2cosx
2 1 0

:w(%wfofz(—l)— (0—072)) = 1% 44,
b) Vi anvénder cylindriska skal. Volymelementet blir
dV =27z - (1 +sinz — 1) doe = 2rxsinx dz.
Den totala volymen &r

V:/ dV:27T/ rsinx dr
0 0

T
=27 |:SiH$7$COS(£}
0

- 27r(0 (1) = (0— 0)) — 272,

7.1.12  Finn volymen av den kropp som uppstar da omradet 0 < y < 1 — 22 roteras
kring linjen y = 1.

Vi ritar upp omradet 0 <y < 1 — 22,

N
7

Vi snittar i z-led och roterar varje element kring linjen y = 1. D& blir snittele-
mentets volym lika med

dV =m-1%dr — n(1 — 2?)* dx
=m(l-(1+2"—22%))da

= (2% — 2%) da.

Den totala volymen &r

7.1.16 Finn volymen av den kropp som uppstar da en cirkulér disk roteras kring en
av sina tangentlinjer.

Lat oss placera disken i talplanet sa att x-axeln blir en av diskens tangentlinjer.
Vi kan ocksé se till att diskens mittpunkt hamnar i punkten (0, —R), dar R &r

diskens radie. y

A~

En cirkel med radie R och mittpunkt i (0, —R) har ekvationen

y=—-R+R?>— 22

2?4 (y + R)? = R? &=



Dessa tva kurvor ar

Y Y
> X > T

y=—-R+VR? -z y=—-R—VR?—2?
Vi ska nu rédkna ut volymen som fas da omradet mellan dessa kurvor roteras

kring x-axeln.
Vi snittar lings x-axeln. Snittelementets volym ges av

dv = (- R? — 22 dw
— 7T(—R—|— vV R? — x2)2dm
=47R\/ R? — 22 dz.

Den totala volymen ges av

R
V:/dV=47rR/ vV R? — 22 dx.
-R

For att bestdmma en primitiv funktion substituerar vi z = Rsin 6,

R
47rR/ VR? —22dr={x=Rsin0; dvr = Rcosfdb}
-R
/2
= 47rR/ V' R? — R?sin?0 R cos 0 df
—7/2

/2
= 47 R? / cos?0 df = { formeln for dubbla vinkeln }

—m/2

/2 /2
227TR3/ (1+cos20)df = 2 R? [9+%Sin29}

—m/2 —/2

=2rR*(3r+0— (—37 +0)) = 2n°R®.

7.2.1 En kropp &r 2 m hog. Dess tvirsnittsarea pa hojden  m ovanfér basen ar 3z m?.

Bestam kroppens volym.

Om vi infér en z-axel i hojdled med x = 0 vid basplanet s& kan kroppens

tvarsnittsarea skrivas

A(z) = 3x.

Kroppens totala volym far vi genom att integrera upp tvéarsnittsarean fran x = 0

till z = 2,
2 2
Volym = / x)dr = / 3rdx = [%sﬁ]
0 0

=3.22-3.0"=6.

§

7.2.3 Bestdm volymen av en kropp med héjd 1 och vars tvérsnitt pa hojden z ovanfor
basplanet dr en ellips med halvaxlar z och /1 — z2.

En ellips med halvaxlar a = z och b = v/1 — 22 har arean

/1 — 22

Detta ger att volymen av kroppen fas av integralen

1 1
Volym:/ A(z)dz = Wzmclz
0 0
o [0
:{821—22; ds:—2zdz}:—/ —/sds
1

Alz)=mab=7"2z

_ /fdsf— s\f}



7.2.5 En kropp ar 6 fot hog. Dess horisontella tvérsnitt vid hjden z ovanfor basplanet

ar en rektangel med sidor 2 + z fot och 8 — z fot. Bestam kroppens volym.

Enligt uppgiftstexten &ar tvérsnittsarean pa héjden z fot 6ver basplanet lika med
A(z) =2+ 2)(8 —2).

Kroppens volym féar vi genom att integrera upp tvérsnittsarean fran z = 0 till z =
6,

6 6
Volym :/0 A(z)dz :/0 (24 2)(8—2)dz
6

6
:/ (16 + 62 — %) dz = [16z+322— 523}0
0

=16-6+3-6°—%-6°— (16-0+3-0—3-0°)
= 132 kubikfot.

7.3.4 Bestam lingden av kurvan y* = (z — 1)* fran (1,0) till (2, 1).

Om vi l6ser ut y ur kurvans ekvation far vi
y=+(z—1)%2
Kurvan bestar alltsa av tva kurvstycken som ar funktionsgrafen till
y(x) = +(z —1)%? respektive y(x) = —(x —1)%2

Vi &r bara intresserade av det kurvstycke som innehaller punkterna (1,0) och (2, 1),

och det ar
y(x) = +(x —1)*>

Béaglingden av kurvan y = y(x) fran « = 1 till x = 2 ges av formeln

2
L:/1 V14 (y')?de. (%)

For att bestimma derivatan 1’ deriverar vi det implicita sambandet mellan x
och y i uppgiftstexten,

(2 -1

2yy' =3(x - 1) & y
y

i3
2

Dessutom ar ¢’ kvadrerad i baglangdsformeln (x),

(z—1)*

9
AV

Hogerledet kan vi forenkla genom att ater anvénda det implicita sambandet,
(z —1)* 9

zg_izz(x—l).

Baglangden blir

= [ ViEGPa= [ it na= [ \fieta

) 4 [13/4
={t="3%2-3 dtz%da:}=§ . Vidt

13/4
_ 4 2 _ 8 (13 __ 13 8
7§-§[t\/£}1 —B(BVI3-1)=1Vi3- &

- @ 1, :
7.3.8 Bestam ldngden av kurvany:§+4—franx:1tlllx:2.
x

Léngden av kurvan ges av formeln

L:[ﬂﬁ+wyw.

For att kunna rdkna ut integralen behéver vi y:s derivata,

1 1 \2 1 1
/ 2 AV 2 4
=z - — = = (x* — — =z — — 4+ ——.
y 422 (y) ( 4372) 2 1624



Kurvans langd blir alltsa

O e v

Nu rakar det vara sé att uttrycket under rottecknet ar en kvadrat,

1 1 (+1)2
2 1624 4z2)

4
T+ = +16

Bagléngden blir alltsa

? 1,.3 192 59
o= [ b= 1= -

7.3.11 Bestam langden av kurvan

fran x = 0 till x = a.

Langden av kurvan ges av formeln

:/Oamdl‘,

dar

Alltsa &r

a a
p= [ Vis i e de= [ 1o
0 0

Hér har vi, liksom i forra uppgiften, turen att observera att uttrycket under
rottecknet dr en kvadrat,

eQ:C ) +e—2;c _ (ear + e—a:)2.

Baglangdsintegralen blir

2 a
L:/ %|e“+e‘x|da::%[ex—e_”}
0 0

—(1-1)) = (" —e™).

Anm. Om vi réknar med de hyperboliska funktionerna sa blir rdakningarna lite kom-
paktare

L:/ \/1+(y/)2dx:{y':sinhx}:/ \/1 + sinh?z dz
0 0

= { den hyperboliska ettan: cosh’z — sinh®z =1}

:/ |coshz|dx = [sinhx} =sinha = (e" —e ).
0 0

7.3.20 Bestim arean av den yta som uppstar da kurvan y = z? mellan z = 0 och = = 2,
roteras kring y-axeln.

Arean ges av formeln

= 27r/ xy/1+ (y')? d,
dar y'(x) = 2z. Alltsd &r

f27r/ o/ 1+4a2de = {t =1+42% dt =Sxdx}
:iw \/idtzéﬂ{t\/i}l

1

= ir(17V17 - 1).

Anm. Extraproblem: Vad blir arean om kurvstycket istéllet roteras kring z-axeln?
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