FORELASNING Om Taylorsutveckling

Taylors Sats och dess tillimpningar

Problem: Givet en funktion f(x)definierad i en 6ppen omgivningtill x =a.
@) kan vi approximera funktionen f(x) med ett polynom P (x) av grad n inérheten

n
i k
av x =a,dar P (x)= Zak(x—a) .
k=0
(i1) Hur bra dr approximationen, dvs hur “litet” eller”stort” ar felet r,(x), dar

()| = |f (x) - P(x)|.

1. Approximation av grad ett eller linjar approximation

Finn ett polynom av grad ett : B (x) = g, +a,(x —a) som kan approximera f(x) si
bra som majligt ndra x = a. Vi férséker att approximera f(x) med dess
tangentlinjen som gér genom (&, f(a)) . Denna ges av B (x = f(a)+(x—a)f’(a).
Felet r;(x) ges da av |r1(x)| = |f(x) —Pl(x)l.

1
Ex1:Lat f(x) = gx2 och a = 3.

Hur bra kan tangentlinjen F(x) till f(x) approximera f(x) nidra x = 3.
Losning:
Tangentlinjens ekvation ges av P (x) = f(3)+ (x—3)f'(3) =2x-3.

|(x=3°| |x-3 )
= | 3 | = 3 .Storlek hos felet beror pa

Felet |r1 (x)l =

1 2
—x*—(2x-3
3x ( )

avstandet fran x = 3

_ 1, |
Saledes om vi viljer |x—3] <10 = |I] (x)l < 5(10 3)2 = 510 ‘

En bra approximation

En bild




2. Approximation av grad tva eller att approximera en funktion med
ett andra grad polynom

. . 2 .
Finn ett polynom av grad tva : P,(x) = a, +a,(x —a) +a,(x —a)” som kan approximera
f(x) sa bra som mgjligt ndra x =a.
Ett satt att finna konstanterna a,,q,,a, ar att lata :

f@=PB(a), f'a)=Pla), f(a)= ?(a)
Detta ger a, = f(a), a, = f'(a), q, zzf”(a)

Det sékta polynomet blir: P,(x) = f(a)+(x—a)f’(a)+ %(x - a)zf”(a).

Felet blir da i ndrheten av X = a, |r2(x)| = |f(x) - Pz(x)l
Ex 2. Approximera f(x) = e", nira x = 0. dels med ett polynom av grad ett, dels med ett
polynom av grad tva och jamfor felet.
Losning
1
Har fas P(x) =1+ x tangentlinjen i punkten (0, f(0)) ,och P (x)=1+x +5 x

Vi stéller upp en tabell for sma x och for stora x

sma varden av X stora viarden pa X

X e* R (x) P, (x) X e* R (x) P, (x)

-0.4 0.6703 0.6000 0.6800 -2.0 0.1353 -1.000 1.0000
-0.3 0.7408 0.7000 0.7450 -1.5 0.2231 -0.5000 0.6250
-0.2 0.8187 0.8000 0.8200 -1.0 0.3679 0.0000 0.5000
-0.1 0.9187 0.9000 0.9050 -0.5 0.6065 0.50000 0.6250
0.0 1.0000 1.0000 1.0000 0.0 1.0000 1.0000 1.0000
0.2 1.2214 1.2000 1.2200 1.0 2.7183 2.0000 2.5000

Ovan stdende tabell ger att skall vi ha ett bra approximation av f(X) nidra x =a, si
maste vi 6ka graden av approximationen, dvs dka graden hos polynomet P (x)

En bild:
10

X . .. ..
Kurvan 1+ x + — ligger nérmare kurvan ¢ &n kurvan 1+ x.

Vi sédger att
2

by . " [
1+x+? approximerar battre ¢ an 1+x



3. Approximation av grad 7 eller att approximera en funktion med
ett polynom av grad n

Allmént kan vi approximera funktionen f(x) ndra X =a med ett polynom P, (x) av grad
n.
dar P (x)= Zak (x— a)k och konstanterna q, ,k =0,1,2,3,...,n skall bestimmas
k=0
sadana att
PYa)= f*(a),k =0,1,2,..,n

under villkoren att funktionen f(x) niara x =a &r tillrackligt "sn&ll"

Vi gor foljande definition:

Polynomet:
B,(x)= f(a)+ f’(a)(x—a)+%

kallas Taylorpolynomet av grad n nira x =a till f(x). (D& a =0 dven
MacLaurinpolynomet ).

”r (1)
(x—a)’ +M(x— ay + ... +M(x— a)'
3! n!

Taylors formel
Lat f(k)(x), k =0,1,2,3,..., n+1 vara kontinuerliga i ett intervall (x,,X,) som innehaller
punkten a.
D4 géller, for varje a € (x,,X,) att
£ = B +7,(x)
dar P (x)&r Taylorpolynomet till f(x), och
r.(x)= f(x)— P (x) &r restermen eller felet som man gor nir man ersétter funktionen

f(x) med Taylorpolynomet av grad n nira x =a

Olika satt att skriva restermen

f, ")
Pa Lagranges formenr,(x) = (x—a)
(n+1)!

a<c<x

b

Att skriva resttermen pa ORDO-form.
I restermen pa Lagranges form séitt

(n+1)
S © =M , dablir |rn(x)| < Mlx—a|™" (¥)

(n+1)!
Olikheten (*) tecknas 7, (x) = O(x — a)""',x = a
Man séger att man har skrivit resttermen r,(x) ORDO-form

ax
as<c<x




Nagra kinda Mac_Laurinutvecklingar ( skall kunnas ordentligt)

2 3 n
1. e":1+x+x—+x—+---x—+0(X"+l),x%0
2 3!

n!
3 5 2n+1
2.sinx:x—x_+—+...+(_1)” X +0(x2n+3)’x_)0
31 5! 2n+1)!
2 4 xzn
3.COSx:1——+—+...+(_1)” +0(x2n+2)’x_)0
2 4 (2n)!
4. :1—x+x2—_x3+...+(_1)”x”+O(xn+1)’x%0
I+x
xz 3 n+l1
5.In(1 = XxX——+—+4--- _1" 0 n+12’ 0
nl+x)=x 2+3+ +( )n+1+ (X )x—)
x3 xs R x2n+l
6.arctanx =x ——+—+---+(-1) +0(x2"+3),x90
35 Qn+1)

oo —1)x*

7-(1+X)a=1+06x+ + ..+(a)x”+0(xn+l)’x%0
n



