Problem i matematik
CDEPR & CDMAT
Flervariabelanalys
VT2010

Repetitionstal infér KS1

1. Ar funktionen

X2 —xy+y?

x3 + x%y + 7xy? .
) { (1,y) # (0,0)
0 (x,y) = (0,0)

kontinuerlig i origo?

2. Transformera uttrycket fy + f, genom att inféra de nya oberoende variablerna u och
v definjerade genom sambanden
x=u*—v?
Y = uv.

3. Bestam normalen till ytan x* + 2y* + 3z> = 18 i punkten (2, —1,2).

4. fér en C>-funktion av en variabel sddan att f'(5) = a och f”(5) = b. Sétt g(x,y) =
f(1/x? +y?) och berdkna g,(3,4) och g.,(3,4) uttryckta i a och b.

5. Funktionen f definieras pd R*> genom

x
yarctan— y #0
f@ﬁ{ y
0 y=0.

Undersok om f dr a) kontinuerlig, b) partiellt deriverbar, c¢) differentierbar i
(0,0).

6. Ytorna x* +y* + z> = 6 och 2x* + 3y* + z* = 9 innehdller bada punkten (1,1,2).
Bestam vinkeln mellan tangentplanen i denna punkt. Ange ocksa ekvationen (i pa-
rameterform) for tangenten i (1, 1,2) till skdrningskurvan mellan ytorna.



10.

Antag att f ar en C>-funktion av en reell variabel. Sitt z = z(x,y) = f(x* +y).
Bestam funktionen f om z uppfyller den partiella differentialekvationen

Zxx — 2XZyy + (x2 +1y)z=0.

Finns det ndgon kurva C genom (0, 0) sadan att funktionen

f(x,y) (x,y) # (0,0)

o X
- x2+y2

har ett positivt gransvarde da (x,y) — (0,0) langs C?

Bestam ekvationen for varje tangentplan till ytan x? + y* — 2>

med planetz = x +y.

= 1, som ér parallellt

Lat f(x,y) = In(1+ xy) — x> +v.
a) Bestdm i punkten (1,0) f:s riktningsderivata i riktningen (3/5,4/5). Bestdam
ocksd den storsta riktningsderivatan till f i punkten (1,0).

b) Bestim tangentplanet till funktionsytan z = f(x,y) i den punkt dar (x,y) =
(1,0).



Svar

1. Ja.

2. fx+fy:W[(u+20)fu+(2u—v)fv].

3. En normalvektor ges av (1, -1, 3).

3a 12b  12a
4. gx(3,4:) - g, gx]/(3’4) == E - ﬁ.

5. a) Ja, kontinuerlig.  b) f+(0,0) = f,(0,0) = 0. c) Nej, ¢j differentierbar.

6. Vinkeln &r arccos 9/+v/102. Tangentlinjen ekvation kan skrivas r(t) = (1,1,2) 4+ t(—4,2,1).
7. f(t) = Ce ""/%, dar C ér en reell konstant.

8. Tex.y* = x.

9. De mgjliga planendrx +y—z=1ochx+y—z= —1.

10. a) Riktningsderivatan i den angivna riktningen &r 2/5. Den maximala riktningsderi-

vatan i punkten ar 2v/2.
b)2x -2y +z—-1=0



Losningsforslag

Losning till problem 1. Om vi inf6r poldra koordinater x = r cos6, y = rsin0, sd kan vi
skriva

X3+ x%y +7xy*  r3(cos® 0+ cos? 0sinf + 7 cos 0 sin® 0)

x2—xy+y* 72(cos? 0 — cos §sin § + sin” 0)
080 + cos? 0sin 6 + 7 cos 0 sin? 0
o 1 — sin26
2
sin20 1 ... . " y " N
Eftersom 1 — > ~ sa dr braket begransat for alla 6, och faktorn r gor att gransvardet

blir 0 da (x,y) — (0,0), dvs

34 42 2
lim  ~ + xy +7xy

=0=f(0,0
(xy)—(00) X% —xy+ y? £(0,0)

och f &r alltsd kontinuerlig i origo.

Losning till problem 2. Enligt kedjeregeln ar
fx = fuux +fvvx
fy = futty + fovy

De inre derivatorna uy, vy och u,, v, berdknas enklast genom implicit derivering av trans-
formationsformlerna. Derivering m.a.p. x ger

u
1 = 2uu, — 2vv, o= 2(u? 4 v?)
T 2(u? +02)
P& samma sitt fds genom implicit derivering m.a.p.y
v
{ 0 = 2uu, —2vv, W= 212
1=u0+uv u
y y v
Uy u2 + 2
Nu blir
u -0 v u
fxtfy = fu 2(u? + v2) +fo 2(u? + v2) + fu u2 + 2 +fo u2 4+ 02

1
= s o) e
1

= s oy L+ 200 fu+ (2u =)

vfy +20fy + 2uf;]



Losning till problem 3. Den givna ytan kan tdnkas som en nivayta till funktionen F(x,y,z) =
x? 4 2y* + 3z%. En normalvektor till ytan kan fis med gradientvektorn till F

VF(x,y,z) = (2x,4y,6z) = VF(2,-1,2) = (4,—4,12) = 4(1,-1,3)
Nu blir ekvationen fér normallinjen till ytan i den givna punkten

(x,y,z) =(2,-1,2) +t(1,-1,3).
Losning till problem 4. Kedjeregeln ger vid derivering av g(x,y) = f (/x> 4+ y?)
— (S 2).
$:(ey) =f Y2 +y?) s 7

och en ytterligare derivering m.a.p. y

gx,y(xry):f//(\/x2+y2)' / ~ +f,( x2_|_y2).( i

V2t 2 ' NS 2+ y2)3r2

Inséttning av (x,y) = (3,4) ger

¢x(3,4) = f'(5) - g _ 3 och

5
12 12 120 12a
o e L ie _1e0 lad
) =F0) 5 F0O) 5= 5 "5

Losning till problem 5. a) f ar kontinuerlig i (0,0) ty

[f(x,y) = £(0,0)] =

yarctan;‘ < ly|- g —0 da(x,y) — (0,0).
b) Har ser vi att f(x,0) = 0 for alla x och f(0,y) = 0 for alla y. Det foljer omedelbart att

¢) Om f &r differentierbar i (0,0) sd kan vi skriva

f(xy) = £(0,0) + fx(0,0)x + f(0,0)y + /2% + y?R(x,y)

ddr R(x,y) — Ondér (x,y) — (0,0). I vart fall far vi alltsa

X y X
arctan — = /x2 +y2R(x,y) = R(x,y) = —L—— arctan —
y v Vx> +y*R(x,y) (x,y) N y

Men da blir langs linjen y = x

R(x,x) = arctan1 = 40 dax—0

x 1o
vV 2x?2 V2 4

dvs funktionen &r ej differentierbar i origo.




Losning till problem 6. Lat F(x,y,z) = x* +y* +z*> — 6 och G(x,y,z) = 2x* + 3y +
7> — 0. Lat a beteckna vinkeln mellan nivaytorna F(x,y,z) = 0 och G(x,y,z) = 0 i
punkten (1,1,2). Denna vinkel &r ocksa vinkeln mellan ytornas normaleri (1,1,2). Nor-
malerna kan bestimmas med hjdlp av gradientvektorn. Normal till den forsta ytan ar
Nr = VF(1,1,2) = (2x,2y,22)|(xyz)—=(11,2) = (2,2,4) och till den andra ytan Ng =

VG(1,1,2) = (4x,6¥,22)(xy,2)—=1,1,2) = (4,6,4) Nu blir
NreNg  (22,4)-(464) 9
[INE[[- NG| [1(22,4)[]-]14,6,4)|] V102

Tangentlinjen till skdrningskurvan har en riktningsvektor som &r vinkelrdt mot de bada
ytornas normalvektorer och i (punkten (1,1,2) &r den séaledes parallell med

cosu =

NF X NG = = (—16,8,4) = 4(—4,2,1).

= N e
NN =
e ]~

Vi kan skriva tangentlinjens ekvation som (x,v,z) = (1,1,2) 4+ t(—4,2,1).

Losning till problem 7. Om z = f(x? +y) dér f 4r en funktion av en variabel, s far vi
med kedjeregeln (upprepade génger)

ze = f/(x* +y) - 2x
Zoe = [P y) - 2x-2x + f1(xP 4 y) -2
o = f(x* +y) 1-2x
Insdttning i den givna differentialekvationen
Zyx + 2%2y + (P +y)z =0 =
f'(®+y) 2220+ f(x* +y) 2= 22 f1(P +y) 120+ (P +y) f(xP +y) = 0

vilket ger
2f'(x* +y) + (P +y) f(x* +y) =0

Om vi sitter t = x> + y s far vi den ordinira differentialekvationen 2f'(t) + tf(t) = 0,
vilken 16ses som en linjdr (eller separabel) férsta ordningens ekvation och 16sningen blir

f(t) = Ce /4,

Losning till problem 8. For att fa ett gransvdarde # 0 madste tdljare och nimnare ga mot
0 “lika fort” d& (x,y) — (0,0) ldngs kurvan C. Vi kan astadkomma detta genom att till
exempel ga lings kurvan y* = x. D4 blir

X . ° o °
flxy) = Zix vilket gar mot 1 da x gar mot 0.
Losning till problem 9. Antag att tangeringspunkten har koordinaterna (a,b, c). I denna

punkt har vi normalvektor till ytan V (x* + y* — Zz)|(x,y,z):(a,b,c) = (2a,2b, —2c). Denna
normal ska vara parallell med normalen till planet x + y — z = 0 vilket ger att

(2a,2b, —2¢) = A(1,1,-1) = (a,b,—c) =

N>

(1,1,-1).



Inséttning i ytans ekvation ger nu att

A2 A2 A2
AN BN S|
R S g

Detta ger tva mojliga tangeringspunkter (1,1,1) och (=1, —1, —1) och ekvationerna fér
tangentplanen i dessa punkter ar
x-1)+Wy—-1)—(z—1)=0=>x4+y—2z—1=0 och
(x+1)+(y+1)—(z+1)=0=x+y—z+1=0.

Losning till problem 10. a) Riktningsderivatan i punkten (1,0) i riktningavv = (3/5,4/5)
(enhetsvektor) ges av fy(1,0) = Vf(1,0) e v. Nu &r

_ y _ * — (=
V(1,0) = (1 + xy 2%, 1+ xy + 1) }(x,y)=(1,0) =(=22).
3 4 2 . - .
Detta ger fy(1,0) = —2- = +2- E= & Den maximala riktningsderivatan gesav ||V f(1,0)|| =

v/ (=2)2 422 = 24/2 och f&s d& v pekar i samma riktning som gradientvektorn i (1,0).

b) Tangentplanet kan nu fas som

z = £(1,0) + f(1,0)(x — 1) + £,(1,0)(y — 0) vilket blir
z=—-1-2(x-1)+2y=2x—-2y+z—-1=0.
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Problem

11 Undersok om funktionen

x
o) = {yarctan y#0

0 y=0
a) &r kontinuerlig i origo,
b) har partiella derivator i origo,

c) dr differentierbar i origo.

12. Visa att om u(x, y) ar en C>-funktion, sddan att F(y; u,) = 0 for ndgon C!-funktion F med
VF # (0,0), s& maste

2
1 " " _
Uy llyy — (uxy> =0.

13. Bestdm konstanten a sa att i varje skarningspunkt mellan de tva ytorna (x —a)? 4 y* + 2> =
3 och x? + (y — 1)? + z* = 1 tangentplanen till ytorna &r vinkelréta.

14. Funktionen f € C*(R). Forz = f(x* +y) giller att z,y — 2xzxy + (x> +y)z = 0. Bestdm f.

15. En konstant c &r given. En funktion i R? har partiella derivator av 1:a ordningen sddana
att

filxvy) =cx, fy(x,y) =cy

foralla (x,y) € R?. Visa att f ar konstant pa varje fix cirkel med medelpunkt i origo. Gller
detta 4ven om c ej dr konstant?

16. LatF(x,y,z) = x> +xz° +yz +y* +17.
a) Visa att det finns en entydigt bestimd funktion z = f(x,y) for (x,y) i en omgivning
till (—4, —1)saatt2 = f(—4,—1) och F(x,y, f(x,y)) = 0.

b) Visa att (—4, —1) dr en stationdr punkt till f. Avgor om punkten dr en lokal extrem-
punkt och i sa fall av vilken typ.



17. Lat f(x,y) = ax’y + (x —y)* — 2ax — ay ddr a # 0. Verifiera att (12,1) &r en stationar
punkt till f och bestdm karaktdren av denna for alla a # 0.

18. Bestdm ekvationen for varje tangentplan till ytan x> + y* — 2

planetz = x +y.

= 1 som ér parallellt med



Losningsforslag

Losning till problem 11. a) Vi ser att

[f(x,y) = £(0,0)] <

yarctan;' < g|y|

vilket — 0da (x,y) — (0,0). Séledes &r funktionen kontinuerlig i origo.

b) f(x,0) = 0 for alla x medfor att f;(x,0) = 0 och £(0,y) = 0 for alla y medfér att f,(0,y) = 0.
Det foljer att de partiella derivatorna dr = 0 i origo.

¢) Definitionen pa differentierbarhet sdger att

f(x,y) = £(0,0) = fx(0,0)x + £,(0,0)y + 1/ x* + y*R(x, y)
Har ar £(0,0) = 0, fx(0,0) = 0 och £,(0,0) = 0 vilket ger att

0 y=

1
Detta ger att R(x,x) = —=arctan1 /4 0da x — 0, dvs f &r ¢j differentierbar i origo.

V2

Losning till problem 12. Lat F bero av variablerna (p, q). Om vi deriverar sambandet F (1, u,) =
0 med avseende pa x och y far vi

Fpu'fy + Fyuy, = 0
Men VF = (F,, F;) # (0,0) = koefficientdeterminanten i detta linjira system ar = 0, dvs
2
Ly, — () =0,

Losning till problem 13. N; = (x —a,y,z) drnormal till (x —a)? +y*> +2z*> = 30och Ny = (x,y —
1,z) ar normal till x* 4 (y — 1)? 4+ z> = 1. Ytorna vinkelrita i skdrningspunkter om N; e N, =
x(x —a) +y(y — 1) + 2% = 0. I varje skirningspunkt géller saledes ekvationssystemet

u

(x—a)Y’+y*+2>=3 (1)
P Hy—12+22=1 ()
x(x—a)+yly—1)+2z2=0 (3)

Ekv(2)—Ekv(1) ger 2ax — 2y = a® — 3. Ekv(3)—Ekv(1) gerax —y = a? — 3. Detta ger slutligen
atta®> —3 = 0ellera = +/3.

Losning till problem 14. Kedjeregeln ger partiella derivator z, = 2xf'(x* +v), zyxx = 42" (x* +
y) +2f'(x* +y) samt zy, = 2xf"(x* +y). Detta ger insatt i den givna differentialekvationen
AP (P +y) +2f (P +y) =2 2xf (P4 y) + (P +y) (P +y) =0=
2f (X +y) + (P +y)f(x* +y) = 0.

Sétt t = x* + y och vi far att 2f'(t) + tf(t) = 0. Detta ar en linjar (eller separabel) differentia-
lekvation med 16sning f(t) = Ce /4,



Losning till problem 15. P4 en cirkel med centrum i origo och radie r géller x = rcost, y =
rsin t. Kedjeregeln ger nu

d
—f(rcost,rsint) = fy(rcost,rsint) - (—rsint) + f,(rcost,rsint) - (rcost) =
dt 4

= c(rcost,rsint)r? . (—sintcost) + c(rcost,rsint)r® - (sintcost) = 0.
Detta visar att f dr konstant pa sddana cirklar.

Losning till problem 16. a) Vi kollar forst att F(—4, —1,2) = 0. Vidare ar F, = 3xz° +y =
F.(—4,-1,2) = —49 # 0. Implicita funktionssatsen ger att vi kan 19sa ut z = z(x,y) nédra
(—4,—1)sdattz(—4,—1) =2och F(x,y,z(x,y)) = 0.

b) Implicit derivering av F(x,y,z(x,y)) = 0 ger

2x + 2% 4 3xz%z, + yzy =0 (derivering m.a.p. x) (4)
3xzzzy +z+yzy+2y =0 (derivering m.a.p.y) ®)
Insdttning av x = 4,y = —1,z = 2 i dessa ekvationer ger

—8+8—482z,(—4,—1) —z,(—4,-1) =0=2z,(—4,-1) =0
—48z,(—4,-1)+2—-2z,(—4,-1) -2=0=z,(—4,-1) =0
Alltsé dr (—4, —1) en stationdr punkt till z.
For att avgora vilken typ av punkt denna &r berdknar vi andra derivatorna genom implicit
derivering:
Derivera ekv(4) m.a.p. x =

2+ 3z%z, + 32%zy + 6z (zx)2 + 3x2%23y + Yzyx = 0.

Insédttningav x = —4,y = -1,z = 2,z, = z, = 0 ger Zex(—4,—1) = —.
Derivera ekv(4) m.a.p.y =

3zzzy + 6xzzyzx + 3xzzzxy +Zx +YZxy = 0.

Insdttning avx = —4,y = —1,z = 2,2z, = zy = 0 ger z,,(—4,—1) = 0.
Derivera ekv(5) m.a.p. y =

2
Insdttning x = —4,y = —1,z = 2,z, = z, = 0 ger z,,(—4,-1) = o Kvadratisk form i
(—4,—1) blir séledes Q(h, k) = %hz + %k2 vilken &r positivt definit. Alltsa &r (—4, —1) en
lokal minipunkt till z(x, y).

Losning till problem 17. Sittx =1+ h, y = 1 + k och vi far
fFA+n1+k)=a(l+h)*1+k)+ (h—k)?—2a(1+h) —a(1+k)

= —2a+ (a+1)h* +2(a — 1)hk + k* 4 ah’k
Vi ser att f(1,1) = —2a. Vidare finns ingen h- eller k-term, vilket visar att de partiella deriva-
torna f,(1,1) och f,(1,1) bada &r 0. Séledes ar (1,1) en stationér punkt.
Kvadratisk form i (1,1) ar Q(h,k) = (a + 1)h* + 2(a — 1)hk + k? vilket efter kvadratkomplette-
ring blir

Qh k) = (k +(a— 1)h> +a(3—a)k?

10



Fall1l a(83—a) > 0 < 0 < a < 3.1detta fall &r Q positivt definit och (1, 1) dr lokal minimipunkt.
Fall2 a(3—a) <0< a<0 eller a>3.Q indefinit och (1,1) &r en sadelpunkt.

Fall3 a(3—a)=0«<a=0 eller a=3.Q positivt semidefinit.
Om a = 0blir f(x,y) = (x — y)? och vi ser att det blir lokalt minimum lings linjen x = y.
Om a = 3blir f(1+h,1+k) — f(1,1) = (k + 2h)? + 3h*k. Detta ér positivt nara (1,1) om
k +2h # 0. Men ldngs linjen k + 2h = 0 blir

f(A+h1+k) —f(1,1) = 31%k = —6K>

Detta kan anta bade positiva och negativa véarden f6r sma h, varfor (1,1) mdste vara en
sadelpunkt i detta fall.

Losning till problem 18. Lat F(x,y,z) = x> + y*> — 2> och G(x,y,z) = x +y — z. Ytan ges da
av F = 1 och planet av G = 0, dvs de dr bdda nivdytor. Vi bestimmer nu de punkter dar
VF = (2x,2y,—2z) och VG = (1,1, —1) &r parallella. Detta ger ekvationen VF = AV G eller

N >

2x = A
2y = A S>x=y=z=
-2z = —A

Denna punkt ligger pa ytan x> + y> —2z> = 1 & A = +1. Det finns siledes tvad mojliga
tangeringspunkter (1,1,1) och (=1, —1, —1). De sokta tangentplanen blir z = x +y — 1 resp
z=x+y+1

11
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