Problem i matematik
CDEPR & CDMAT
KTH -matematik Flervariabelanalys

Problem infor KS 2.

1. Lat F(x,y,z) = x* +y*> — 322 + 1 och G(x,y,z) = x> + 1> — 42> +- 2. Visa att i en
omgivning av punkten (1,1,1) definieras genom ekvationerna

{F(x,y,z) =0
G(x,y,z) =0

x och z som entydiga deriverbara funktioner av y. Bestim ekvationen for tangenten
i(1,1,1) till skdrningskurvan mellan F(x,y,z) = 0 och G(x,y,z) = 0.

2. Bestam de stationdra punkterna till funktionen f(x,y) = 3x — x> — 3xy* samt avgor
deras karaktar.

3. Ange storsta och minsta vérde till funktionen f(x,y) = x*y(4 — x — y) pa triangeln
med horni (0,0), (0,6) och (6,0).

4. Bestam storsta och minsta virde (om de existerar) till funktionen f(x,y,z) = xy + 2>
i omradet x* + 2y2 +322 < 1.

5. Bestdm storsta och minsta vérde for funktionen f(x,y,z) = 2xy — z* pd méngden
somgesav X’ +y?+z2=1,x+y+z=0.

6. Vilken punkt pa skarningskurvan mellan hyperboloiden x* 4 y* — z* = 1 och planet
x +y + 2z = 0 ligger hogst ovanfor xy-planet?

7. Visa genom att 16sa ett lampligt extremvardesproblem, att om z,y, z dr vinklar i en

triangel sd galler
1

g.

.X .y
sin = sin = sin = <
2 2 -

z

2

8. Sok de punkter pa skarningskurvan mellan x* +y* 4+ 2> —4x = Ooch x +y +z = 2
som ligger narmast, resp. langst bort fran origo.

9. Betam alla stationdra punkter till funktionen f(x,y) = x*y* — x* — y* 4+ 2xy och
avgor deras typ.



Svar

1. Tangentens ekvation &r (x,y,z) = (1,1,1,) + t(—1,1,0).
2. Lokalt max i (1,0) och lokalt mini (—1,0).

3. Storsta virde &r 4 vilket intréffar i (2,1) och minsta vérde 64 i (4,2).

1 1 -1
4. Storsta viarde f(—, = och minsta varde ,0) = ——=
. .« . . ) 1 1 -2
5. Funktionens storsta vdrde dar —1/3 som antages i punkterna j:(—6, —6,%) och
-1
minsta vdarde —1 som antages i punkterna j:( 0).
\/> \/>

6. Punkten (—1,—-1,1).

8. Punkten (2 +2v/2/3, —v/2/3, —v/2/3 ligger langst bort och (2 —2v/2/3,1/2/3,1/2/3)
ligger ndrmast.



Losningsforslag

Losning till problem 1. Vi konstaterar att F, G € cl, (x,y,z) = (1,1,1) uppfyller syste-
met F = 0, G = 0. Vidare ar funktionaldeterminanten

J(F,g)

2x —6z
3x> —8z

2 —6‘
= =20
(1,1,1) ‘3 -8

a(x,z)

Enligt implicita funktionssatsen kan vi “16sa ut” x(y) och z(y) ur ekvationssystemet.
Detta innebér att skdrningskurvan mellan ytorna F = 0 och G = 0 kan parametrise-
ras med parametern y i omgivning av punkten (1,1,1). Vi kan skriva skidrningskurvan
som r(y) = (x(y),y,z(y)). Dess tangentvektor i punkten (1,1,1) har rikiningsvektor
T =r'(1) = (x'(1),1,2'(1)). Implicit derivering av systemet med avseende pa y ger

2xx' 42y —6zz7 = 0
3x%x +3y* —8zz = 0
och inséttning av y = 1 (vilket ger x = 1 och z = 1) ger
2x'(1)+2—-62'(1) = 0 (1) = -1
3x'(1)+3-8'(1) = 0 Z(1) = 0.
Detta ger tangentens ekvation (x,y,z) = (1,1,1) + #(—1,1,0).

Alternativ: Vi kan dven bestimma en tangentrikining med hjilp av VF(1,1,1) = (2,2, —6)
och VG(1,1,1) = (3,3, —8). Tangenten till skdrningskurvan maste vara vinkelrdt mot
bada ytornas normaler i punkten (1,1,1) och &r dérfor parallell med

i j ok
VF(1,1,1) x VG(1,1,1) = |2 2 —6| = (2,—2,0)
33 -8

Losning till problem 2. De kritiska punkterna fds ur ekvationssystemet

fe=3-3x*-3y> = 0
fy=—6xy = 0
Den adra ekvationen ger oss fallen:
Fall 1: x = 0 vilket ger att y = £1.
Fall 2: y = 0 vilket ger att x = £1.
Det finns saledes 4 kritiska punkter: (0,1), (0, —1) och (1,0), (.1,0).
For att avgora karaktdren av dessa punkter berdknar vi andra derivatorna:

fox = —6x, fyy = —6y, fy, = —6x

Detta ger de kvadratiska formerna:



punkt kvadratisk form typ

(0,1) Q= —12hk indefinit
(0,—1) Q=12hk indefinit

(1,0) Q= —6h*+6k*> negativt definit
(-1,0) Q=6k*+6k*  positivt definit

varav foljer att (0,1) och (0, —1) &r sadelpunkter, (1,0) en lokal maximipunkt och (—1,0)
en lokal minimipunkt.

Losning till problem 3. Omradet dr slutet och begréansat, funktionen kontinuerlig, vilket
innnebdr att den antar ett storsta resp. ett minsta varden i omradet.
Kritiska punkter fas ur 6
fe=2xyld—x—y)—x*y = 0 N xy(8—3x—-2y) = 0
ty=x*(4—x—y)—x"y = 0 PA4-x-2y) = 0

Fall 1: x = 0 ger punkt pa randen.
Fall 2:4 — x — 2y = 0 = x = 4 — 2y insatt i den forsta ekvationen ger 6

(4—-2y)y(4y—4)=0=y=0,y=1,y=2 medmotsvarande x =4, x =2, x =0.

Punkterna (4,0) och (0,2) ligger pa randen. Enda kritiska punkt i det inre &r (2,1) med

f(2,1) = 4.
Inga singulédra punkter finns. P4 randen har vi f(0,y) = 0 och f(x,0) = 0. Slutligen pa
linjen x +y = 6 studerar vi

g(x)=f(x,6 —x) =x*(6—x)(4—x— (6 —x)) =2x*(x —6) for 0<x <6.
Hir blir g(0) =0, g(6) = 0. Vidare ar
g'(x) = 2(3x* +12x) = 6x(x — 4).

Enda nollstélle i det inre av intervallet dr x = 4 vilket ger g(4) = f(4,2) = —64. Vi kan
nu se att det storsta virdet dr f(2,1) = 4 och det minsta f(4,2) = —64.

Losning till problem 4. Omradet x> 42y + 32> < 1 ar slutet och begransat (en ellipsoid)
och f ar kontinuerlig. Det finns saledes ett storsta varde och ett minsta varde till f i
omrddet. Kritiska punkter i det inre fds ur

Vf(x,y,z)=(y,x,2z)=(0,0,00=x=y=z=0 med f(0,0,0) =0.

For att undersdka randen har vi g(x,y,z) = x* + 2y* + 32> = 1 som bivillkor. Eventuella
extremvarden pa randen intraffar da

Vf\ _(y x 2z
(Vg>_<2x 4y 62) har rang < 1.

Detta ger oss tvd ekvationer (tvd determinanter som maste vara = 0)

Y X _ 42 _ 9,2 _ 2 _ 9,2
ox 4 =4y —2x"=0=x"=2y

x 2z x 1

4y 62 =2z 4y 3‘ =2z(8x—4y) =0




1
Fall 1: z = 0 och x? = 2y insatt i bivillkoret ger 4y*> = 1 varav foljer att y = ii och

1 1
x = +—— (4 fall) de moijliga viardena for f ar +——.

Fall 2: y = 2x/3 tillsammans med ekvationen x? = 2]/2 ger x = y = 0 och bivillkoret ger

da z = £——= och motsvarande varden fpr f ar 3 Detta ger att storsta vardet 4&r —— och

V3 2V/2

-1
det minsta viardet ar ——.

2V/2

Losning till problem 5. Bivillkoren g(x,y,z) = x*> +y* +z*> = 1 och h(x,y,z) = 0 be-
tyder en cirkel i rummet (skdrningen mellan planet # = 0 och sfaren ¢ = 1). Detta dr
en sluten begransad mangd och f ar kontinuerlig, vilket medfor att det finns storsta och
minsta védrde till f pa kurvan. Rangvillkoret for extrempunkter sdger att

Vf 2y 2x =2z
Vgl =1|2x 2y 2z har rang < 2. Detta ger efter kolumnoperationer
Vh 1 1 1

2y x—y —-y—z
y y—x z—X
1 0 0

X—Yy —-y—z
y—x z—x

4 =4

sy

zZ—X

= —4(x-y)x+y)=0

Fall 1: x = y ger insatt i bivillkoren

2x% +22 = 2
{ 4z — 0 = 6x° =1
Detta ger 16sningarna (j:L ii :Fi) med f = 1
VAR 3

Fall 2: x = —y ger insatt i bivillkoren

20422 = 1
z = 0

vilket ger punkterna ( 0) med f = —1. Storsta vdrdet ar sdledes —1/3 och

V2' V2
minsta vardet —1.
Losning till problem 6. Vi sitter f(x,y,z) = z och g(x,y,z) = x> +y*> —z> —1 och
h(x,y,z) = x + y + 2z. Problemet &r da att hitta storsta virdet till f under bivillkoren
g = 0 och h = 0. Definitionsmdngden dr den kurva déar planet 1 = 0 skdr hyperboloiden
g = 0. Detta dr en sluten och begriansad méangd och f dr kontinuerlig. Om vi anvédnder
metoden med rang av en matris sd blir villkoret f6r extremvarde att

0 0 1
2x 2y —2z|=2(x—y)=0=>x=uy.
1 1 2



Inséttning av detta i bivillkoren ger

{2x2—22 =1 o= 1
= z = —Xx samt
2x+2x = 0 ¥ = y

med losningarna (x,y,z) = (1,1, —1) och (—1,—1,1). Vi ser att det storsta vardet ges av
f(-1,-1,1) = L.

Losning till problem 7. Om x, y, z &r vinklar i en triangel sa maste de ligga i intervallet
0 < x,y,z < 7 och uppfylla bivillkoret ¢(x,y,z) = x+y +z = 7.

Definitionsméangden &r en sluten begransad mangd

x z
och funktionen f(x,y,z) = sin 5 sin % sin 5 ar konti-
nuerlig i madngden. f antar saledes ett storsta varde

i mdngden. For att forenkla vara rdkningar stude-

y

rar vi funktionen In f(z,y,z) = In sing + Insin 5+

Insin ~. Denna antar sitt storsta varde samtidigt som

7

f (eftersom In-funktionen dr vaxande).

Nu ger rangvillkoret
(v In f) _cot(x/2) _cot(y/2) _cot(z/2)
\Y - 2 2 2 .
8 1 ) ;

har rang < 1. Detta ger ekvationerna cot(x/2) = cot(y/2) = cot(z/2) eller (ekvivalent)
tan(x/2) = tan(y/2) = tan(z/2).

Enda 16sning i det aktuella intervallet f6r vinklarna dr att x = y = z och bivillkoret ger
da att x = y = z = 7t/3 (dvs triangeln ar liksidig). Motsvarande vdrde for f blir 1/8.

Losning till problem 8. Avstidndet frén origo ges av funktionen y/x? 4 y? 4 z2 och vi kan
lika gérna studera f(x,y,z) = x* 4+ y* + z* (som har storsta resp. minsta samtidigt som
x2 4+ y2 + 2z2). Vart problem &r da att finna storsta/minsta varde av f(x,y,z) = x> +

y? + z% under bivillkoren g(x,y,z) = x> +y* + 2z —4x = 0och h(x,y,z) = x +y +z = 2.
Bivillkoren betyder geometriskt skdrningen mellan sfaren (x — 2)? + y? +z> = 4 och
planet x 4+ y + z = 2 vilket ger en sluten begransad punktméngd. P& grund av bivillkoret
¢ = 0 kan vi ocksd ersitta f med funktionen f(x,y,z) = 4x. Vi far nu villkoret

Vf 4 0 0
Vgl =|2x—4 2y 2z har rang < 2 vilket ger.

Vh 1 1 1
4 0 0
2x—4 2y 2z|=8(y—z)=0=y=2z
1 1 1




Detta ger insatt i bivillkoren

Il
S~

2 2
{x+2z 4x NP

0 (x —2)% +2z°
x+2z :>{

2 x—2 = -2z

2 2 4
med losningarz = +—,y = +—ochx =2 F —.
& NAN G

Losning till problem 9. Vi skriver funktionen pa formen f(x,y) = x*y*> — (x — y)>. Sta-
tiondra punkter fas ur

fo =202 —2(x —y) = 0
fy =22y +2(x—y) =0

Addition av ekvationerna ger 2x?y + 2xy* = 0 = 2xy(x +y) = 0.
Fall 1: x = 0 medfor att d&ven y = 0 (fran den forsta ekvationen).
Fall 2: y = 0 medfor att d4ven x = 0 (frdn den forsta ekvationen).
Fall 3: x + y = 0 ger insatt i den forsta ekvationen

2x - x% —2(2x) = 0 = 2x(x* —2) = 0.

Roten x = 0 har vi redan hittat. Men x = 4/2 dr mgjliga och ger motsvarande y = —x =

V2.

For att avgora karaktdren berdknar vi andraderivatorna
fox =2y" =2, fuy=4xy+2, f=2x"-2
Detta ger i punkterna (1/v/2, —1/v/2) och (—=1/v/2,1/+/2) den kvadratiska formen
Q = 21* +2- (—6)hk + 2k* = 2(h* — 6hk + k*) = 2((h — 3k)* — 8k*

vilket dr en indefinit form. Punkterna dr saledes sadelpunkter. I origo blir den kvadratiska
formen

Q = —2h* 4 4hk — 2k*> = —2(h — k)2

Detta dr en negativt semidefinit form. Vi kan saledes inte ge karaktdren av denna punkt
med hjdlp av den kvadratiska formen. Men vi kan dnda se att det dr en sadelpunkt ty
f(x,0) = —x*> < 0men f(x,x) = x* > 0 dvs f antar bade positiva och negativa varden i
en omgivning av origo.



Problem i matematik
CDEPR & CDMAT
KTH Matematik Flervariabelanalys

Problem om integraler infor KS2.

1. Berdkna integralerna

(b) // X dxdyomD:{(x,y):x2+yz§1,x20,y20}.
pl+y

2
2. Berdkna / / T xzx ]—/|- 27 dxdy dar D dr det omrdde i planet som definieras genom

{(x,y):x>0,y>0,x +2y2§1}.

3. Berdkna dubbelintegralen / / m dar Q) ar triangeln med horn i punkterna
0
(0,1), (1,2) och (2,1).

4. Berdkna dubbelintegralen

//T VY — xdxdy

dédr T ar triangeln med horni (0,0), (0,1) och (1,1).

5. Bestam volymen av den kropp som miangden {(x,y,z): x* + y* < z*} utskar ur
enhetssfdren.

6. Berikna volymen av det omrade i z > 0 som begrénsas av ytorna z*> = x> + y* och

z =2 — x* — y*. Ange &ven koordinaterna for tyngdpunkten till detta omrade.

VT VT x
7. Berdkna den itererade integralen / ( / ? siny dy) dx.
0 x



10.

11.

Berdkna / (x® — x%y) dx + xy* dy tagen ett varv i positiv led d& C ar cirkeln x* + > =
c
4.

Berdkna kurvintegralen
/ (3x%y — 3y) dx + (x> + ') dy,
c
dédr C bestar av enhetscirkeln fran (—1,0) till (0,1) i negativ led, f6ljt av en rét linje

fran (0,1) till (2,0).

Berdkna / ydx — xdy da C ar den bage pa cirkeln (x — 1)? + (y — 1)® = 1 som gar
C
moturs fran (0,1) till (1,0).

Berédkna integralen

A(Zx +e¥)dx + (xe¥ — y?) dy

dar v &r kurvan y = x? fran (0,0) ill (1,1).



Svar

8.

9.

. (@)4/3, (b)1/4.
1(1-m2)
. Dubbelintegralens varde &r 1/9.
4/15.
27 1
— (1 - —).
5 (1-5)
5
volym o tyngdpunkt (0,0,11/10).
1
5
87t.

Kurvintegralens varde ar —3(1 + 7t/4).

7T
10. 2 — —.
2

11. e+ 2/3.



Losningsforslag

Losning till problem 1. a) Symmetri gor att vi kan berdkna integralen 6ver omrédet i
positiva kvadranten D1 = {(x,y): x > 0,y > 0, x +y < 1} och multiplicera med 4.
Detta ger

4//131(x—|—y)}dxdy=4/01 alx/olx(x—i—y)d]/:4/o1 [xy—i—yzzr)_xdx
:2/01_x (2x(1—x)+(1—x)2)dx:2/01(1—x2)dx

~ o x‘T_‘l

T3l T3

b) Itererad integration ger

111—
oty = [y [ 2 -
[@1+» SR 1+y 2o 1+y ~2 v

Losning till problem 2. Vi gor forst en skaldndring for att fa ellipskurvan till en cir-
kelbdge. x = 1, y = v/V/2. Det givna omradet blir D' = {(u,v): u,v >0, u* +v* < 1}i
1, v-systemet. Vidare blir dxdy = dudv/+/2 och den transformerade integralen &r

Uv
//D/ T dudv.

Vi byter nu till poldra koordinater, vilket ger D” = {r,0): 0 <r < 1,0 < 6 < /2} och
integralen

1 3 /2
// 1% cos 6 sin 0 drd9_/ dr/ sin 6 cos 6 df
D 1+1,2 0 1+7’2
2

- ) e 5 = s e,

:ia—mn.

Losning till problem 3. Vi kan gora en itererad integration. Detta ger oss

// Cdxdy / /3y dx
(x+y)3 x+y 2N
1
/ x+y yl 2/ (2y—1)2 §>dy v=t
~1 y12 1 2 1,1\ 1 R
[(Zy—l) §L—§(? 5t2ts) "o

(Vi kan ocksé berdkna integralen med substitutionu =y +x, v =y — x.)

Loésning till problem 4. Aven denna integral kan beridknas med hjilp av substitutionen
u=y+x,v=y—x. Menviviljer att gora den med en direkt itererad integration.



//Ijmdxdy:/l dx/lﬁdy oy
_/ x)3/2 dx—3/01(1—x)3/2dx
- 3[?2“ )5/2}} -

Losning till problem 5. De tva ytorna skir varandra i kurvan x* +y*> = 1/2, z = 1/ V2.
Volymen kan skrivas som

— 22— 22
1% //x2+y2g1/z(\/1 x2—y \/x + y?) dxdy.

Overgéng till polira koordinater ger D = {(r,0): 0 < r < 1/v/2,0 < 6 < 27}. Volymen
kan nu skrivas

1/V2 27
V= // 1—r2—r rdrdG—/ (r\/l—rz—rz)dr/ de
0 0

1 vz 2n 1 1 27 1
=21 | —-(1—-r})%¥2 - = = (-—=-—-—=+1 1——).
”{ 3= 3]0 3( a2 22 ) 3( \@>
Losning till problem 6. Skirningen mellan ytorna fas ur ekvationen z* = 2 — z vilket ger
z = 1 (eller z = —2). I detta plan &r alltsa x*> + y* = 1 skirningskurvan. Volymen kan nu

skrivas som
vz// 2222\ [x2 442 dudy.

Vi byter till poldra koordinater vilket ger

1
V://(z—rz—r)rdrdezzn/ (27’—1’3—1’2)[11’
0
1 1 12-3—-4 57
_2n<1—1—§> ZHT_f‘

For tyngdpunkten géller att xt = yr = 0 av symmetriskél. z7 fas ur

ZT:Volym Vde
Vi berdknar nu
2 2
/de:/ zdz// dxdy:/ zArea(D;) dz
v N
441 7342
_ _ 2_ 2
/z Tz dz+/ z-71(2 —z) n[4]0+n{z 3]1
8 1 11
”(4+4_§_1+3) ™2
Detta ger
Ut 6 _n
™12 57 10

dvs tyngdpunktens koordinater &r (0,0,11/10).

Losning till problem 7. Vi kastar om integrationsordningen i integralen. Detta ger



VT 42 Nz <
:/ [x—sinyz}ydx:/ ysiny%ly

0 2y 0 0o 2 AN
_ [_1 2}“%_1
= 168V =5

Losning till problem 8. Vi har en kurvintegral 6ver en sluten kurva, cirkeln med cent-
rum i origo och radie 2. Greens formel ger

/C(x3 — x%y)dx 4+ xy? dy = //D (8(;32) - a(xSa_yXZy)> dxdy = //D(yz + x?) dxdy

dér D dr omrddet innanfor cirkeln C. Om vi 6vergar till poldra koordinater s far vi

> raedy = [P [ do—on[] 8
//Dr-rxy—/or r/o —n[z}o— TT.

Losning till problem 9. Vi kompletterar integrationsviagen C med linjestycket L till en
sluten kurva och utnyttjar Greens formel. Kurvan C + L kommer att insluta omradet D
men &r negativt orienterad. Detta ger

/C+/L:—//D(3x2—(3x2—3))dxdy:—3//Ddxdy .

= —3Area(D) = —3(% +1) D

Vid berdkning av / med hjdlp av parametrisering ser vi
L
atty = 0 och y' = 0 vilket ger att / = 0. Saledes blir
L

/C:3(g+1).

Losning till problem 10. Vi kan direkt parametrisera kurvbagen som x = 1+ cost, y =
1+sint for T <t < 37t/2. Detta ger

3m/2 3m/2
/:/ ((1+Sint)(—51nf)—(1+Cost)cos:/ (—sint —cost — 1) dt
C T T
3m/2
:[cost—sint—t} :1—3—7T+1+7T:2—E.
7 2 2

En annan 16sning dr att komplettera kurvan till en sluten kurva, t.ex.
som i figuren, och anvdnda Greens formel. Detta ger

T T
= _ — 2Area(D) = —2. 0 — % p L
/C+/L1+/Lz /D 2dxdy rea(D) 1 > K

Ly

P& L, dr x = 1 vilket medfor dx = 0 och/ — /ydy — 1.PaL,
Ly
ary =1,dy = 0 och vi far / = dx = —1 (obs. orienteringen pd L,). Detta ger alltsa
L JL

T T
A TR N P
/C L L, C 2 C 2

Losning till problem 11. Vi gor en sluten kurva och anvander Greens formel.



/+/ +/ (2x +€¥) dx + (xe¥ — y?) dy
Y Ly Ly

= // (¥ —e¥)dxdy = 0.
D
Pa L; d&r y = 1 och dy = 0 vilket ger

0
/(2x—|—ey)dx—|—(xey—y2)dy:/(2x—|—e)dx:—1—e.
Ly 1

Pa L, dr x = 0 och dx = 0 vilket ger

0
/(2x+€y)dX+(xey—y2>d!/:/ —yzdyzl
Ly 1 3

Detta ger

1 2
—1—e+f:0:>/:e—|—f.
/, 3 v 3

Ly

Ly
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