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Annan period an 27

p-periodiska

Lat 0 < p # 27 och antag f ar 2p-periodisk:

f(s+2p) =f(s) for alla s € R.

Definiera
g(s) = f(gs) sER.

D3 ar g en 2-periodisk funktion:

sl 2m = F | a2 | = (Cer2p) = (2e) =800

5] S}
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Annan period an 27

p-periodiska

Eftersom g ar en 2m-periodisk funktion far vi

g(t) ~ Z c.:neint
med

1 & -
= — t)e '"dt.
Co 2 /_Tr g( )e

For att ga tillbaka till f, satt
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Annan period an 27

p-periodiska

Da ar g(t) = {enligt definition} = f(2t) = f(s). Alltsa vi har

f(s) = g(t) ~ cheint ={t= %5} =

~
Z Cnein(ﬂ’/p)s — Z Cneinﬂs,
Q=m/p.
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Annan period an 27

Koefficienterna for p-periodiska

Koefficienterna bestams genom

@ . P .
Cn 1 f <£t> e Mdt = i/ f(s)e ™ ds
-p

T or x \T 2p

P& samma satt fas att

f(t) ~ % 4 Z ap cos(nQt) + by, sin(n2t)

n=1
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Annan period an 27

Koefficienterna for p-periodiska

med

1 [P
ap = 1_3/ f(t) cos(nQ2t)dt

—p

p
by = 1/ £(£) sin(nQt)dt
PJ—p
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Annan period an 27

Exempel 1

Bestam F-serien for den jamna 2-periodiska funktionen som ges av
f(t)y=tda0<t<1, dvs.

t, 0<t<1
f(t):{ ~t, ~1<t<0

eller f(t) = |t| da

t] <1.
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Annan period an 27

Losning av Exempel 1

Eftersom funktionen ar jamn kommer Fourierserien enbart besta av
cosinustermer. Vi har p =1 och Q = 7.

1 1
Sy = / f(t) cos(nmt)dt = 2/ t cos(nmt)dt.
—1 0

For n = 0: L
30:2/ tdt = 1.
0
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Annan period an 27

Losning av Exempel 1: Fortsattning

Forn>20

1 1 1 1 1
2/ t cos(nmt)dt = 2 [— sin(mrt)t] —2/ — sin(n7t)dt
0 nm 0 o nhm

~~

=0

1

1 2
-2 {—W cos(mrt)] T (cos(nm) — 1)

1 njamnt 0 n jamnt
= | sl —1 nudda -

— ﬁ?‘ n udda
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Annan period an 27

Losning av Exempel 1: Fortsattning

Totalt far vi

% Z (20— 1 cos((2n — 1)mt).
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Annan period an 27

ovning 4.25 (Vretblad)

Bestam en losning med period 2 till differentialekvationen

y'(t) + y(t — 1) = cos?(rt).

Fler exempel finns pa sid. 91-93 i Vretblad.
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Annan period an 27

Losning till ovning 4.25
Vi gor ansatsen
o0 .
y(t) _ Z Cneant.
n=—00

Sedan tidigare vet vi att F-seriens period 2p och Q hanger ihop
genom Q = 7 /p. Vi ska alltsa valja p = 1 och far siledes Q = 7.
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Annan period an 27

Losning till ovning 4.25
Vi har

o0

Y (t)= Y calinm)e™

n=—0oo

och -
y(t - 1) _ Z Cneimr(t—l)‘

n=—0o0

Dessutom, med Eulers formel:

ei7rt e—ifrt 2
cos®(wt) = <+) =
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Annan period an 27

Losning till ovning 4.25

| diff.ekv. blir detta:

o0 . o -
Z Cn(l-rm_)elmrt + Z c:.nemﬂ'(t—l)
n=—o0 n=——oo
1 2imt —2imt

P.g.a. Fourierseriens entydighet maste koefficienterna framfor lika
potenser av e'™* vara lika i H.L och V.L.
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Annan period an 27

Losning till ovning 4.25

Vi identifierar koefficienterna:

C_l
0_27

. . ] 1 5
C2(I-2ﬂ_)e2ln7rt + C2e—2l7'l'e2l7rt — Ze2l71't L
e (e 2™ 42im) = E =

T :
1 1 1-—2irw

T 41+2ir A1+ (2n)2)

Lektion 4 Fourierserier pa andra intervall 4.5-4.6 Gibbs fenomenet 4.7

(%)



Annan period an 27

Losning till ovning 4.25

1 14 2im

1
41—2ir 41+ (2n)?)’

2im

o C_2(—2i7r) + c_o€ <~ C_oy =

ovriga koefficienter maste vara noll, igen pa grund av F-seriens
entydighet.
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Annan period an 27

Losning till ovning 4.25

Vi far

1

y(t) = > + m ((1 + 2i7r)e’2"’” + (1 - 2i7r)e2i7rt)

Eulers formel ger
2imt —2imt __
et e = 2cos(2rt)
och

. . 4 , .
_2l-7r(e217rt _ e—2:7rt) _ 2_7T(e2l7rt _ e—217rt) _ 47rsin(27rt).
I
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Annan period an 27

Losning till ovning 4.25

Detta ger

y(t) =5+ :

2 m@ cos(2nt) + 4 sin(2nt)).

Lektion 4 Fourierserier pa andra intervall 4.5-4.6 Gibbs fenomenet 4.7



Gibbs fenomen

funktion med hoppdiskontinuitet

Gibbs fenomen Beskriver F-serie av funktion med
hoppdiskontinuitet. Las sjalva om detaljerna i kurslitteraturen.
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Gibbs fenomen

Exempel pa Gibbs fenomen

Definiera en 2m-periodisk funktion f genom

f(t)y=1 O<t<m

f(t)=-1, —m<t<0.
f udda = a,=0 Vn.

Vi far - ,
o= 2 [ sin(nt)de = = (1 - (~1)"),
b W/osm(nt) (1 (-1)7)
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Gibbs fenomen

Exempel pad Gibbs fenomen

Alltsa
4
bokt1 = 2k + 1)r
bk =0 for k=0,1,2,...
och vi far
i oy 4 S 2K+ 0
F(t) = {F-serien for(f)} = p kg 2k +1

Observera att F(0) = 0, men £(0) &r odefinierad!
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Gibbs fenomen

Exempel pd Gibbs fenomen

Ar F(t) = f(t), da t # 0, i detta exempel?

For att svara pa denna frdga studerar vi delsummorna

Zsm ((k +1)t)
2k+1

sin(3t) n sin(5t) P sin((2n + 1)t)

int
sint+—5 5 2n+1
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Gibbs fenomen

Exempel pd Gibbs fenomen

Saledes far vi
sp(t) = cos t + cos(3t) + cos(5t) + - - - + cos((2n + 1)t)

sin(2(n+ 1)t)

. boki id 94} =
{enl. boken, sid 94} et

, t #0.
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Gibbs fenomen

Exempel pd Gibbs fenomen

Den nya definitionen av s/,(t) gor att den blir odefinierad i nollan
men,

im sin(2(n_+ 1)t)
t—0 2sint

=n+1 (tdnk pa L'Hospitals regel)
Observera aven

p km

— =_——" == k=41,42,...
sp(t) =01t 2(n+1) Tk y T2,
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Gibbs fenomen

Exempel pd Gibbs fenomen

Mojliga maxpunkter till s, hittas sdledes i punkterna 7.

Eftersom sinusfunktione vaxande i (0,7/2) sa borde

)= [ sy = [ @I,

2sinT

anta sitt max i 71, d.v.s. s,(71) = maxs,.
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Gibbs fenomen

Exempel pad Gibbs fenomen

Man kan visa att s,(t) ar begransad (m.a.p. n), sa det finns s(t)
sa att sp(t) — s(t) i (0,7/2).

P.g.a. symmetri kommer s,(t) konvergera dven for t < 0.

Konvergensen ar likformig i kompakta mangder av (—m,0) U (0, 7),
och
sp(t) — 1 om t #0.
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Gibbs fenomen

Allmant

Lat nu g vara funktion med diskontinuitet i ty men deriverbar f.0.
Satt 6 = g(tg) — g(ty ). Har
+ — I. — — I.
g(tg) = lim g(t), &(ty) = |im g(t)

Definiera 1
h(t) = g(t) — 56- f(t— to),

med f squarewave funktionen ovan:

f(t)=1 o<t<m f(t)=-1, —m<t<O.
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Gibbs fenomen

Allmant

Man kan visa att h kontinuerlig i to (VISA DETTA!).
Vidare existerar hj (ty), hi(to):

(gi(to) = ’li/mo glto + hi_ g(to_)) , OSV....

Under dessa forutsattningar har h en Fourierserie som konvergerar
mot h.

Allts3
F(g) = F(h) + F(f(t - t0))
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Exempel

ovning 4.46

Bestam F-serien tillhorande

f(x)=x3—7%x, —m<x<m f(x+2m)="Ff(x).

samt vardet for summaserien

2, (i
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Exempel

f udda = a, =0, och

2 ™
b, = — / (x® — 72x) sin nxdx
T Jo

2 [—cosnx, 5 a2 2 " 2 2
=—|—(x—7°x)| +— [ cosnx(3x —7°)dx
T nm 0

E— 0
—0
2-3 [T 2r2 [T 12
:—/ cosnx-xzdx—i/ cos nxdx = —(—1)".
nt Jo nm Jo n

~

=0

NV
@/m)r(~1)"
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Detta ger

3 2 M
— = I 2 =< .

x =m/2 = sin(nw/2) =0 om n jamn.

Lektion 4 Fourierseri i 6 Gibbs fenomenet 4.7



|
For udda n, skrivn=2m—1, m=1,2,....

sin ((2m - 1)z> =sin <m7r - E) = { 1, mudda —_ (=it

2 2 —1, m jamnt
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Vi far:

—373/8

2m 1 il ( 1)3m
122(2 3( 1) 122(2,”_1)

— 3
12 Z 18 = —§7T3 enl. enligt rakningen ovan

Multiplicera ekvationen med —1 och dela med 12 for att fa

oo (_1)n+1 B 3

(2017~ %"

n=
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