Matematiska Institutionen
KTH

Losningar till entamensskrivning pa kursen Diskret Matematik, moment B, for D2 och F, SF1631
och SF1630, den 19 augusti 2009 kl 14.00-19.00.

DEL I

1. (3p) Ett RSA-krypto har parametrarna n = 65 och e = 7. Dekryptera meddelandet 2, dvs bestim
D(2).

Losning. Vi finnerattn = p-¢g =5-13sdm = (p—1)(¢—1) = 4-12 = 48. Det sokta dekrypterade
meddelandet D(2) ges av
D(2) =2% (mod n),

dire-d =1 (mod m). Med det givna viirdet pd e = 7 &r det litt att gissa virdet pa d eftersom
7-7=49=1 (mod 48). Vi far nu

SVAR D(2) = 27 (mod 65) = —2 (mod 65) = 63.

2. Nedanstaende matris &r en parity-check (kontroll-) matris till en 1-felsrittande kod C
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(a) (1p) Undersok om koden C kan riitta ordet 01111011, och ritta ordet i sa fall.

Losning. Vi finner att
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vilket dr matrisen H’s sista kolonn, sd ett fel uppstod i sista positionen.
SVAR: Ordet gar att ritta till ordet 01111010.

(b) (1p) Bestdm antalet ord i C'.

Losning. Ordlingden &r 8 och kontrollmatrisen har 4 (linjirt oberoende) rader sé
SVAR: Antal ord i koden ir 28—% = 16.

(c) (1p) Bestdm antalet ord som inte "kan rittas” av C.

Losning. Ord som gar att rétta ligger pa avstand 1 fran ett unikt kodord. Antal ord pé avstand 1
fran ett givet kodord, vilket som helst, dr 1 + 8 = 9 eftersom ordldngden &r 8. Totalt kan alltsa
16 - 9 = 144 ord rittas. Eftersom det finns totalt 28 = 256 ord sé far vi

SVAR: 256 — 144 = 112 ord kan inte réttas.



3. (3p) Tabellen nedan &r multiplikationstabellen till en grupp G.

ole a b ¢ d f
ele a b ¢ d f
ala b ¢ d f e
blb ¢ d f e a
clec d f e a b
dld f e a b c
flf e a b ¢ d

Visa att elementet a genererar gruppen och bestdm samtliga delgrupper till G.

Losning. Elementet a genererar gruppen om a:s ording ar 6, eftersom antalet element i gruppen ar
6. Vidare &r ordningen av q alltid en delare till 6, dvs 1, 2 eller 3. Vi testar:

a>=b#e, ad=aoa’=aob=c#e.

Enda mojligheten ir att a:s ordning &r 6 vilket visar att a genererar gruppen.

Sé gruppen r cyklisk och har da precis en delgrupp, som kommer att vara cyklisk, med d element
for varje delare d till antalet element i gruppen. Vi finner foljande delgrupper med 1, 6, 3 respektive
2 element

{e}, {e,a,aQ,...} =G, {aQ,a4,e}, {a?’,e}7
vilket alltsd var vart SVAR.

4. (3p) Bestim ett irreducibelt andragradspolynom i polynomringen Z11 [z].

Lésning. Vi kan t ex ta ett polynom av typen p(z) = 2% — a dér a inte ir en kvadrat i Z;;. Eftersom
polynomet &r av grad tva och saknar nollstéllen kommer det att vara irreducibelt.

Kvadraternai 21 dr

Q1 = {(:I:l)z =1, (:l:2)2 =4, (i3)2 =9, (:l:4)2 =5, (:I:5)2 = 3}
Sa t ex foljande
SVAR: z2 — 6.

5. (3p) Gar det att bestimma a och b och n sa att nedanstaende mingd H blir en sidoklass till en
delgrupp till (Z,,, +),
H ={1,6,16,a,b}

Losning. Sidoklassen H bestar av fem element sd motsvarande delgrupp K skall innehélla fem
element och enligt Lagranges sats maste 5 dela talet n. Gruppen (Z,,, +) ér cyklisk och da &r K
ocksa cyklisk. K innehéller elementet O s&

H=1+K dir K=1{0,515a—1b—1}.

Med a = 11, b = 21 och n = 25 sd blir H en sidoklass till delgruppen K till (Z,,, +), vilket dr vart
:SVAR




DEL 11

6. Betrakta den #ndliga kropp F' som pa sedvanligt sitt konstrueras med hjilp av det irreducibla poly-
nomet p(x) = o3 + x + 1 i polynomringen Z5[z].

(a) (1p) Ange antalet element i F'.

Losning. Kroppen bestdr av atta element, elementen i midngden
{aop + a1z + az2? | ag, a1, a0 € Zo}.
(b) (1p) Visa att elementet x genererar kroppens multiplikativa grupp.
Lésning. Multiplikativa gruppen, dvs F'\ {0}, bestér av sju element. Ordningen av elementen

i denna grupp ér alltsd en delare till talet sju, dvs ett eller sju. Alla element utom elementet 1
har alltsa ordning 7 och genererar multiplikativa gruppen, vilket alltsa x gor.

(c) (2p) Bestim n s att 2" = 23 + 22

Losning. Vi finner att

2 =23 x=(+lr=22+2
2 =at x= (22 +2)r =23+ 22
SVAR: 2° = 23 + 22

7. Betrakta ringen R bestaende av elementen

R:{[g ZC)] | a,b,c € Zs},

och dér addition och multipliktion dr sedvanlig matrisaddition resp matrismultiplikation fast rakningarna
sker modulo 3.

(a) (1p) Bestdm antalet element i R.

Losning. Det finns tre mojliga virden pa vardera a, b och ¢ som kan viljas oberoende av
varandra, s ringen bestar av
SVAR: nio element.

(b) (1p) Ar ringen kommutativ.
Losning. Matrismultilikation &r generellt inte en kommutativ operation, med lite provning far
0 1 117 (00 11 01| |0 2
0 1 00| |0 0] 0 0 01| |0 0}
sa ringen ir inte kommutativ.

(c) (2p) Bestdm de element i R som ir inverterbara.

a b 1 d —-b|] |10
¢c dlad—bc| —¢c a | |0 1|
och inverser 4r alltid entydigt bestimda. Dessutom dr Z3 en kropp vilket gor att om ad — bc # 0

sd finns elementet 1/(ad — be) ockséd i Zs.
SVAR: Precis de matriser
a b
0 c

sadana att ac # 0 dvs nér bade a och ¢ dr skilda fran noll.

Losning. Vi ser att



8. (3p) Visa att till varje dndlig grupp G med gruppoperationen o och identitetselement e finns minst ett
primtal p och minst ett element a € G \ {e} sadantatt a? =aqoao---oa=ce

Losning. Eftersom gruppen &r @ndlig finns till varje element b € G ett naturlligt tal n, elementets
ordning, sidant att b = e. Talet n delas av ett primtal p och med a = b™/? fér vi

aP = (b”/p)p:b”:e.

DEL III

Om du i denna del anvénder eller hdnvisar till satser fran liroboken skall dessa citeras, ej nodvéndigvis
ordagrant, dir de anvinds i 10sningen.

9. (a) (1p) For vilka naturliga tal n giller att méngden Z,, \ {0} under operationen multiplikation i
Z,, bildar en grupp G = (Z,, \ {0}, -). (Motivera ditt svar).

Losning. Vi vet att
a,be Z, e a-beZ,,

ty Z, dr en ring. S& den givna mingden #r sluten map multiplikation om och endast om
a,be Z,\ {0} = a-b#0 (mod n),

eller med andra ord att talet n inte delar produkten ab.
Om nu 7 inte &r ett primtal utan produkten av talen a och b sd giller

ab=0 (mod n),

och mingden &r inte sluten map multiplikation.

Om n ér ett primtal och ab = 01 Z,, giller att n delar ab vilket leder till att n delar minst ett av
talen a och b, dvs «a eller b dr lika med noll i Z,,.

SVAR: Precis nir n #r ett primtal har vi en grupp.

(b) (2p) Visa att nér den algebraiska strukturen G ovan bildar en grupp sa kommer antalet element
i snittet H N K av tva delgrupper H och K till G enbart att bero pa antalet element i H och K.

Losning. Vi fann att strukturen var en grupp precis nér n &r ett primtal n = p. D& dr Z, en
kropp. Multiplikativa gruppen hos en kropp é&r en cyklisk grupp G med m = p — 1 element.
Alla delgrupper till G dr da cykliska och till varje delare d till gruppens ordning finns precis en
delgrupp med d element.

Lat nu d = sgd(h,k) dir h = |H| och k = |K|. Bdde H och K har vardera en delgrupp
H; resp K1 med d element som ocksa da ér delgrupper till G. Men G har ju bara en delgrupp
med d element s& H; = K; € HN K. Men H N K ir en delgrupp till baide H och K och
antalet element i detta snitt maste da dela storsta gemensamma delaren till A och k, dvs d. Sa
Hi=Ki=HnK.

(c) (2p) Giiller det generellt for varje grupp G att antalet element i ett snitt 4 N K av tva delgrupper
H och K till G enbart beror pa antalet element i H och K. (Motivera ditt svar pa lamligt sétt.)

Losning. Lat G = (Z3,+) X (Z2,4) x (Za,+) X (Z2,+) och skriv elementen som 4-tiplar:

G = {($1,$2,(E3,.’E4) | xT; € ZQ, 7= 1,2,3,4}.



Lat
H = {(x1,1'271'3,$4) eqG | T3 =Ty = 0}’
K = {($17.’L’2,x37{1}4) S G | Tl =Tg9 = O},
och
L= {(I1,$2,$37I4) c G | To = X3 = O}

Da giller att H, K och L dr delgrupper till G med fyra element vardera samt att
HNK =1{(0,0,0,0)}, och HnL={(0,0,0,0),(1,0,0,0)},
sa uppenbarligen giller pastdendet inte generellt.

10. (a) (1p) Ge en ldmplig definition av vad som menas med att K &r en delkropp till kroppen F'.

Losning. K C F, K ir en kropp under samma operationer som giller i F'.

(b) (1p) Betrakta kroppen F' = {a + bv/3 | a,b € Q}, dir Q betecknar de rationella talen. Ange
en kropp K # F som ér en delkropp till F'.

Losning. K = @
(c) (3p) Bestam en kropp F' som uppfyller foljande krav
i. @ drinnehalleti F.
ii. Ekvationerna 2% = 2 och 22 = 3 #r losbara i F.
och som ir sadan att det inte finns nagon kropp K C F och K # F' som uppfyller ovanstaende
tva krav.

Anmiérkning. Det ricker med en kortfattad motivering for svaret pa denna deluppgift, sa inget
stringent bevis krivs.

Losning. Vi gor ett forsok med mingden
F={a+b/2]|a,be{c+dV/3]|cdecQ}},

som innehaller () samt talen V2 och /3. Mingden F dr sluten under addition och multiplika-
tion och F dr en delmingd till kroppen av reella tal R sa alla riknelagar i kroppen R kommer
att gilla i F. Aterstar att visa att alla element utom noll har en multiplikativ invers. Vi finner att

a—bv2
W2)———— =1.
(a+bV2) PR
Men elementet a®—2b% # 0 och tillhor kroppen {c+dv/3 | ¢,d € Q} si elementet (a®—2b%) "
tillhor ocksé denna kropp och a + by/2 har inversen

1 a - b
T a2 =202 2 —2h?

(a+bV2) V2.

Mingden F kan ocksa beskrivas som
F={a+b/2+cV/3+dV6|a,b,cdeQ},

och en mindre méngd 4n denna kommer inte att vara sluten under multiplikation och addition
under de givna forutsittningarna. Var funna kropp dr den sokta.



