Matematiska Institutionen

KTH

Losning till tentamensskrivning pa kursen Diskret Matematik, mo-
ment B, féor D2 och F, SF1631 och SF1630, den 1 juni 2011 kl 08.00-

13.00.

Examinator: Olof Heden, tel. 0730547891.

Hjilpmedel: Inga hjilpmedel ar tillatna pa tentamensskrivningen.
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Generellt giller att for full podng krivs korrekta och vél presenterade resone-

mang.

DEL 1

1. (3p) Ett RSA-krypto har parametrarna n = 57 och e = 31. Dekryptera
meddelandet 3, dvs bestdm D(3)

Losning: Da n = 57 = 3-19 sa &r m = 2 - 18 = 36. Krav pa den
dekrypterande nyckeln d &r att e-d =, 1. Vi anvander Euklides algoritm
for att bestdmma d:

36 = 3145
31 = 6:5+1

varur

1=31-6-5=31-6(36-31)=7-31—-6-36,

eller ekvivalent

7-31=146-36.

Vi har alltsa att d = 7 och kan nu dekryptera meddelandet 3:

D(3) =57 3" =57 3% - 32 =57 15 -9 =57 135 =57 21 .

SVAR: 21.



2. Nedanstaende matris dr en check-(kontroll-)matris till en 1-felsrdttande
kod C

01 100100
00111101
= 1101 0101
01 111110

(a) (1p) Underssk om koden C kan rétta ordet 01111011, och réitta ordet
i sa fall.

Losning: Vi finner att

0

1
01100100 1 0
00111101 11 |0
1101 0101 1] |1
01111110 0 1

1

1

sa eftersom matrismultiplikationen ovan inte resulterade i nagon av
kontrollmatrisens kolonner kan det givna ordet inte réttas.

(b) (1p) Bestdm tre olika ord i C.

Losning: Da

0 0 1

0 0 O
01100100 0 0 0 0 0 0
00111101 01 1 |0O0O
11010101 00 1| |00O00O0
01 11111020 0 0 O 0 0 O

01 0

01 0

har vi
SVAR: till exempel orden 00000000, 00010011 och 10011000

(¢) (1p) Bestidm antalet ord som koden C inte kan ritta.

Losning: D4 antalet ord i C' &r 287* = 16 och varje kodord "kan
ritta” 8 + 1 = 9 ord sa kan koden totalt riatta 16 - 9 = 144 stycken
ord. Eftersom det totalt finns 256 ord av ldngd 8 har vi att koden
inte kan rétta 256 — 144 stycken ord sa

SVAR: 112.



3. Antag gruppen G har delgrupper med 2, 3, resp 5 element samt eventuellt
ocksa delgrupper med ett annat antal element.

(a) (2p) Vilket &r det minsta antal element en sadan grupp G kan ha?
Ange detta antal och en grupp med delgrupper med 2, 3 och resp 5
element och med detta minimala antal element.

Losning: Enligt Lagranges sats sa géller att talen 2, 3 och 5 maste
dela antalet element i G. Gruppen G = (Z3p,+) har de cykliska
delgrupperna < 6 >, < 10 > och < 15 > med respektive 5, 3 och 2
element.

(b) (1p) Ange en grupp G’ med samma antal element som den grupp
G du angav ovan, som inte &r isomorf med G, men som ocksa har
delgrupper med 2, 3 och resp 5 element.

Losning: Den direkta produkten S3 x (Z5,+) dér S3 betecknar
méngden av permutationer av en méngd med tre element.

4. (3p) Betrakta gruppen G = (Zig,+). Bestdm den till antalet minsta
méngd, som innehaller elementen 3 och 5, och som &r en sidoklass till
nagon delgrupp till G.

Lo6sning: Antag den sdkta méngden &r en sidoklass a + H till delgruppen
H. Da giller att det finns h och h' i H sadana att

3=a+h, 5=a+h = KW—-h=2cH.

Den minsta delgrupp till G som innehaller elementet 2 &r den cykliska
delgrupp < 2 > som genereras av 2, sa

SVAR: 3+ <2 >={3,5,7,9,11,13,15,17,1}

5. (3p) Lat Fig beteckna den kropp med 16 element som bestar av elementen
i méngden { ag + a1o + axz® + azx® | ag,a1,az2,a3 € Z } och diir man
riknar som om 1+ 2 4+ 22 + 23 + 2% = 0. Los ekvationen

2z +1)+2? =1,

i denna kropp.

Losning: Vi finner att ekvationen kan skrivas
2z +1)=2+1,

men da (x 4+ 1)? = 22 4+ 1 har vi omedelbart
SVAR: z =2+ 1.



DEL II

6. (3p) Lat M beteckna méngden av bindra 2 x 2-matriser (a;;), dvs med
ajj € Zy for ¢ = 1,2 och j = 1,2. Méngden M utgér med de vanliga
matrisoperationerna en ring (om vi riknar modulo 2). Lat U (M) beteckna
méngden av multiplikativt inverterbara element i ringen M. Denna méngd
utgdr en grupp. Avgor om denna grupp dr en cyklisk grupp.

Losning: Eftersom Z5 &r en kropp sa giller att en kvadratisk matris med
element 1 Z5 ar inverterbar om och endast om matrisens determinant &r
skild fran noll. Efterrsom ringen M endast bestar av 16 element &r det
nu ldtt att anvinda detta kriterium pa inverterbarhet, eller alternativt
att underscka samtliga element i M, for att finna de inverterbara elemen-
ten i M: Forutom identitetsmatrisen har vi ytterligare fem inverterbara
matriser
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7. (4p) Lat H vara en delgrupp till gruppen G med gruppoperationen o. Visa
att for varje element g i G sd ir méngden gHg~! = { gohog™! | h€ H }
ocksa en delgrupp till G. Om H &r en cyklisk delgrupp till G kommer da
ocksd gHg~! att vara en cyklisk delgrupp till G? Motivera ditt svar.

1

Lésning: (i) Mingden ér sluten under operationen o ty om goaog™"' och

gobo gl ar tva godtyckliga element i gHg ! sa far vi
(goacg ) o(gobog™)=goaobog™,
som ju tillhér gHg™! eftersom aob € H.

(ii) Associativa lagen géller generellt i G och dérfor i varje delméngd till

G, och dé speciellt i gHg™!.

(iii) Identitets elementet e finns i gH g~ ! eftersom elementet e = goeog™! €
gHg™.

(iv) Lat goa o g~! vara godtyckligt i gHg ! med a € H. Da giller att
a~ ! € Hochalltsd goa 'og™t € gHg™!. Men

1

goailogflogoaogflze



och
goaog_logoa_log_1 =e
sa varje element i gHg~ ' har en invers i gHg™'.

Nu har vi visat att gHg~! &r en grupp och sasom varandes en delmingd

till G blir det da ocksa en delgrupp till G.

Antag att H genereras av elementet a. Ur relationen

(goaog )" =goaog ",

1 1

ser vi att da genereras gHg™ " av elementet goaog™".

8. (4p) Lat K beteckna den dndliga kroppen med 97 element. Bestdm samt-
liga 16sningar till ekvationen 27 =11 K.

Losning: Mingden K \ {0} med operationen multiplikation i kroppen
K utgor en grupp G (eftersom K #r en kropp) med 96 stycken element.
Om ett element z i G satisfierar 27 = 1 s har z en ordning som &r lika
med 7 eller en delare till talet 7. Mojliga ordningar hos z ar alltsa 1 eller
7. Ordningen av ett gruppelement delar alltid antalet element i gruppen.
Eftersom talet 7 inte delar talet 96 sa har inget element i G ordning 7.
Enda kvarvarande méjligheten ir att z har ordning 1 (dvs z = z! = 1) sa

SVAR: z = 1.

DEL IIT Om du i denna del anvinder eller hinvisar till satser fran liroboken
skall dessa citeras, ej nodvéandigvis ordagrant, diar de anvénds i 16sningen.

9. (4p) Beskriv pa ett ”lampligt séitt” en 2-felsrittande linjér kod med 64
element.

Losning: Vi beskriver koden med hjélp av en kontrollmatris H. Eftersom
koden skall ha 64 ord skall skillnaden mellan antalet kolonner och antalet
rader vara lika med 6. Kravet att koden &r 2-felsrdttande ger att kodens
minimiavstand skall vara 2-241 = 5. Eftersom koden &r linjér sa &r detta
ekvivalent med att kodens minimalvikt &r fem. Ingen summa av en, tva,
tre eller fyra kolonner far da bli lika med nollkolonnen. Det finns manga
sétt att skriva upp en sadan matris. Lite ”trial and error” ger t ex efter
inspektion att féljande matris duger:

10000O0OO0OO0OOO0OT1TTG0O0O0O01
01000O0O0OO0OO0OO0OT1TO0OOOT1O0
001 00O0OO0OO0OO0ODOT1TO0OOT1TO0O0
0 0010O0O0O0OO0OO0OT1TO0OT1QO0TO0O0
H— 0 0001O0O0O0OO0OO0ODO0OT1TQO0OQO0OTQO01
0 000O01O0O0O0OO0ODO0OT1ITUO0OO0OT1TO0
0 000OOO0OT1O0OO0OOOT1TO0OT1TO0O0
0 000OO0O0OO0OT1O0O0OO0OT1TT1QO0TO0FO O
0 000O0O0OO0OO0OT11O0O0OO0OT1TT1T11
L0000 00O0O0O0O0C1O0O0T1T1T11]




10. (6p) Antag den dndliga abelska gruppen G har de k delgrupperna Hy, Ho,
...y Hy, dér k > 1, sadana att H; N H; = {0} for i # j, och med

G=H,UHyU...UHy.

Visa att det finns ett primtal p sadant att alla element i G utom nollele-
mentet har ordning p. Bestdm ocksa en sadan sa kallad grupppartition till
en grupp G med 25 element (och med &k > 1).

Losning: Lat gruppoperationen i G vara +. Lat a vara ett godtyckligt
element i G skilt fran identitetselementet 0 i G, och lat p vara ett primtal
som delar a:s ordning n. Satt b = %a. Da giiller att b # 0 och pb = 0 och
alltsa har b ordning p, eftersom p &r ett primtal.

Antag b € H; och betrakta ett godtyckligt element ¢ € Hy, med j # k och
lat d = b+ c. Eftersom bade H; och Hj, med H; N Hy = {0} &r grupper
sa géller att d varken kan tillhéra H; eller Hj, utan d tillhor en tredje
delgrupp H; i partitionen av G.

Nu far vi
pd=pb+c)=pb+pc=0+pc,

men pd € H; och pc € Hy och eftersom dessa bigge element &r lika och
HiNH; = {0} sa maste pc = pd = 0, dvs ¢ maste ha ordning p. Elementet
c var godtyckligt valt utanfor H; och alltsd har alla element utanfor H;
ordning p.

Upprepas resonemanget, med ett godtyckligt o € H; och bildandet av
d =c+V € Hy finner vi att dven b’ kommer att ha ordning p.

Nu till det sokta explicita exemplet. Lat G = (Zs,+) x (Zs, +). Vi bildar
nu sex stycken cykliska delgrupper som upfyller de specifierade kraven:

< (170) > = {(0,0),(1,0)7(2,0),(370),(470)}7
< (071) > = {<0’0)’(O>1)’(0’2)7(0’3)a(074)}7
< (171) > = {(070)7(171)’(272)7(3’3)a(474)}7
< (271) > = {(070)5(271)7(432)7(1’3)5(374)}7
< (371) > = {(0,0),(3,1),(1,2),(4,3),(2,4)},
< (471) > = {(Ovo)a(471)v(3a2)v(273)a(174)}'



