KTH, Matematik
Maria Saprykina

Tentamen i SF1644, Envariabelsanalys, 13-01-2011.

Inga hjalpmedel tillatna. Samtliga uppgifter poartsaned maximalt 4
poang vardera. Fullstandiga Iosningar kravs for fudang. Motivera val
och skriv prydligt och ordentligt. Redovisa losningarrdegtt sadant satt att
berakningar och resonemang ar latta att folja.

For hogre betyg kravs att man samlar en del poang paifippta 7-9,
S. k. VG-poang. Preliminara betygsgranser: A: 27 poZargv minst 6 VG-
poang, B: 24 poang varav minst 3 VG-poang, C: 21 poand 8poang, E:
16 poang, FX: 14 poang.

Det finns mojlighet att komplettera betyget Fx inom 4 veckamtakta i sa
fall Maria Saprykina (masha@math.kth.se).

1. Bestim de punkter p& kurvan y = ze!~** dar tangenten ar hori-
zontell (dvs parallell medz-axeln). Besém ocksa tangenternas ekvatio-
ner i dessa punkter.

Losning:Lat f(z) = xe! *. Tangenten ar horisontell presis nar derivatan
f'(x) ar 0.
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Observera atf = /5 andf(——5) = —,/%. Tangenten &r allts& ho-

f'SontE—"'lpunktema(ﬁ, )and< ﬁ,—\@).Tangenteniden forsta

punkten har ekvatiop = \f och tangenten i den andra punkten har ek-

vationy = —,/5.
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2. Berakna integralen/ sin x - €“*“dz med hjalp av substitutionen
0

t = coszx.
Losning:Om vi sattert = cos z, sa art(z) injektiv i intervallet (0, §), och
dt:—sinxdx,sz@t:1,x:§<:>t:§.\ﬁfér:
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3. Bestim den Idsningy(¢) till differentialekvationen y”(¢)+9y(t) = 3
som ocks uppfyller begynnelsevillkoreny(0) = 0, 3'(0) = 1.
Losning:Forst soker vi den allmanna losninger(t) till den motsvarande
homogena ekvationen. Karakteristiska ekvatiorfen 9 = 0 har imaginara
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rotterr = +3i. y,(t) = Acos3t + Bsin3t dar A och B ar godtyckliga
konstanter. Vidare, en partikular 16sning till den idkemogena ekvationen
kan sokas pa formey, () = C' =const. Insattning i ekvationen gér= 3.
Alltsa, den allmanna losningep (¢) till den icke-homogena ekvationen ar

1
Ya(t) = Acos3t + Bsin3t + 3

dar A och B ar godtyckliga konstanter. Vidare ska vi bestamma karista
na med hjalp av begynnelsevillkoren. Forst ser viéi) = 0 gerA = —%.
Vidare gery’(0) = 1 att B = % Losningen till begynnelsevardesproblemet

ovan ar alltsa

1 1 1
y(t) = ~3 cos 3t + 3 sin 3t + 3
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4. Skriv upp en Riemannsumma till integralen/ z*dx med 4 delin-
1

tervall.
Losning:Vi integrerar funktionery (z) = x2. Vi delar integrationsinterval-
leti 4 lika stora delintervall med langflz; = 5. Delningspunkterna ar da

o =121 =3, 20 = 2,23 = 2, z, = 3. Vivaljer att i varje delintervall
ta funktionsvardet i den vanstra andpunkten pa delatket, multiplicerar

detta med delintervallets langd och summerar. Da fan\REmannsumma
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5. Hur manga nolls@llen har funktionen f(z) = \/11T$ — arctanz i

intervallet x > —1?

Losning: Observera atf(0) = 1 > 0, ochlim,_ ., f(z) = —7/2 < 0.
Eftersom funktionen ar kontinuerlig i intervallet > —1, maste den anta
alla mellanliggande varden, alltsa antar det vardet Gstnén gang i detta
intarvall.

Vi deriverar: f'(z) = 3 ! T 352+ Derivatan ar definierad for alla
+z)2

x> —1lochf'(x) < 0forallax > —1. Det innebar att funktionen ar strikt
avtagande i hela intervallet, och antar vardet O bara eg.ga
Svar: Ett nollstalle.

1+ 227 — 33
(Inz)?

6. Bestim gransvardet lirr%
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Losning: Observera atﬂ1m1 + 227 — 3z5 = 0 och hm(lnx) = 0.
Gransvardet ovan ar av t){@} och vi kan anvanda I Hospltals regel:

1+ 223 — 33 x V2 — 23 /2 — g1/3
lim =lim ————— = lim —(————
z—1 (In x)? e—1  2-Inw a—1  2lnx

Det sista gransvardet ar ocksa av fyp. Vi kan anvanda I'Hospitals regel

. 1. :
21/2_21/3 . iz 1/2_§$ 3 1

en gang tilllim,_; “5-5— = lim,_; 2 =
1 1
AE 14222 -32z3 _ 1
Svar:lim,_; o~ 13

7. En 1 meter Bng trad ar spand mellan punkterna 0 och 1 @& -
axeln. Tradens densitet varierar enligt formelnp(z) = sin <ga: + %)

kg/m. Berakna tradens massa.
Losning:Hur man beraknar massan forklaras utforligt i kap 7.2rsBen-
Boiers. Vi far att massam ges av

! 2v/2
mz/sin(zijz)dx:—f.
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8. Bestim vardemangden till funktionen f(z) = arctan(22* + 1) —

t v
arctan

2+ 1
Losning:Vi ser att funktionen ar kontinuerlig for alla reelta Vi derivera-
rar, och far

f'(x) =

4x 1 2z(2* + 1) — 227
1+ (222 4 1)2 1+(2+1)2 (224 1)2

Efter forenkling far vi attf’(x) = 0. Det innebar atf (z) =const. for alla
z. Eftersomf(0) = arctan 1 — arctan 0 = 7 /4, saf(z) = n/4 for allaz.
Svar:Vardemangden av funktionef{z) bestar av en enda punkf4.
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9. Avgor om den generaliserade integralen ————dz ar kon-
0 _ ¥ ) 0o Vad+uz
vergent eller divergent.

Losning:Integralen ar generaliserad pa tva satt: dels avtaktiomen un-
der integralen obegransat namarmar sig 0, dels ar integrationsomradet
obegransat. Vi maste dela upp integrationsomradet.

Forst studerar vi; = fl 1” dx Observera att < Inx < z for alla

Inz 1
x > 1. Darfor kan Vi uppskatta for alla>1:0 < T < U= T

Eftersom |, -4%; konvergerar, s& konvergerar ockisa




Vidare, vet vi atlim, . ;_“ﬁ = lim,_,o #"/* In z = 0 (standardgransvarde).
Det innebar att det finns ett (litet) tal< 1 s&dan atfIn z| < z~/* for alla

o . .| Inzx $71/4 1
0 <z <r. Forx <rkanvi uppskatt?.\}@ <t = g Eftersom
I I?ﬁﬁ konvergerar, konvergerar ock&a— Jo F=de.
Vi delar upp den ursprungliga integralen:
> Inzx " Inx ' Inz > Ilnx
———dr = | ——de+ | ——=dz+ ——dx.
0o Vadt+ux 0o VIS +x r VId o 1 Vbt

Integralen i mitten ar inte generaliserad. Vi har visat#i#t tre delintegraler
ovan konvergerar, alltsa konvergerar den ursprungligggialen.



