KTH Matematik
Examinator Maria Saprykina

Tentamen i SF1644, Analys i en variabel 2 juni 2010
L dsningsbrslag.

Uppgifterna poangsatts med 4 poang vardera. Uppgdtérn 3 svarar mot kontrollskrivningar. Den
som ar godkand pa kontrollskrivning numnignar automatiskt 4 poang pa uppgift numnaek = 1, 2
eller3, som da inte ska losas. Varje 2 godkanda hemuppgiftet genuspoang till tentamen. For hogre
betyg kravs att man samlar en del poang pa uppgifterr® 4 VG-poang. Preliminara betygsgranser:
A: 31 poang varav minst 11 VG-poang, B: 26 poang varav nindG-poang, C: 21 poang varav minst
3 VG-poang, D: 18 poang, E: 16 poang, FX: 14 poang.

Kompletteringen ager rum den 18 juni. Skriv till kursledaren for att registrera dig.

G-uppgifter

1. Bestam alla lokala extrempunkter tfi{z) = ze~ och gor en skiss av kurvan= f(z). Bestam
sedan ocksa vardemangden till funktioryen

Losning.Det enda nollstéalle ar = 0. Soker extrempunkterf’ (z) = (1 — 222)e™ = 0 < 22% =
le =+ Eftersome=*" > 0 for allaz, s& harf’(z) samma tecken sorh— 222, f/(x) < 0

v
for z < —% ellerz > % och f'(z) > 0 for —% <z < % Funktionen avtar i intervallen
—00, ——=) och (<=, 00), och vaxer i intervallef— -, -1.). | punktenz = —-- antas (den globala
\}5 h \}5 h va t I \}5 \}5 I kt \}5 tas (d lobal
maximum,f(—%) = —\/%. | 2 = % antas (den globala) minimunf,(%) = \/% Undersoker

beteende i oandlighetetim, , re ® = lim, .. ze~® = 0. Skissa grafen! Man kunde observera
att funktionen ar udda, dv&(—z) = — f(z), det skulle spara lite arbete.
Eftersom funktionen ar kontinuerlig, s& antar den aliadein mellan dess storsta och minsta varde.

s P e 1 1
Vardemangden a[r—\/—%, ﬁ} .

2. Anvand variabelsubstitutian= 1 + sin z for att berakna/"* <=2

1+sinz

Losning.Sattt = 1 + sinz. Dadt = (1 + sinz)'dx = cosxdz. Vidare,z =0 =t = 1,2 = 7/2 =
t = 2. Integralen ovan skrivs om som

2
/ D )2 = 2.
1t

3. Losning.Vi anvander MacLaurins formel:
sindz +xe® . 3w+ Bi(z)z®* + 7+ Ba(x)r? | 3+ Bi(z)z* + 1+ By(x)x
im —— = lim = lim
z—0 T x—0 2 z—0 2
By (x) och By(z) ar begransade funktioner avfor = nara 0.

= 2.

4 a). Los differentialekvationen
y'(t) —y'(t) — Gy(t) = e".
b). Bestam den ldsningen till ekvationen ovan som upefyll(t) — 0 dat — oo, ochy(0) = 1.
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Losning.a). Forst loser vi den homogena ekvationen. Den karakiska ekvationen®> —r — 6 = 0
har rotterr = —2 ochr = 3. Den allmanna Idsningen till den homogena ekvationen,é) =
Ae’t 4+ Be ™™,

Soker en partikular [6sning. Eftersom den inhomogenardar4e*, ansatter viy,(t) = ae~* med
en obestamd konstaat och sater in i ekvationen. Vif§n +a — 6a)e ' = e < a = -1 < y,(t) =

—ze~'. Den allmanna l6sningen till den ursprungliga ekvativae

1
y(t) = yn(t) + y,(t) = Ae® + Be " — Ze’t.
b). Villkoret y(t) — 0 dat — oo ar uppfylld om och endast o = 0. Satter iny(0) = 1:
y(0)=B—1=1« B=2 Svartillb):y(t) = 2% + e "

5. Bestam volymen av den kropp som uppstar da (det begda) omradet mellan kurvorpa= 2 — x2
ochy = 1 roterar kringz—axeln.

Losning.Kurvorna skar varandra i punkter= —1 ochz = 1 (rita figuren!).

Nar omradet mellan kurvorna roterar krimg-axeln, uppstar det en kropp som liknar ett ror. Nar vi
skar roret med ett plan = 2y, —1 < 2, < 1, far vi ett ringformad omrade. Den inre radienvas 1,
den yttre radien ak = 2 — z2. Arean av omradet beraknas till

Apy =R~ = w(2 — ) —m = m(a} — o3 + ).

For att berakna kroppens volum, integretamed avseende pa (justifiera garna detta med hjalp av
Riemannsummor):

L 56
V:7r/ (zg — da5 + 3)dr = —7
1 15
6. Avgor om de generaliserade integralerna nedan ar kgem&a. Ange deras varde om mojligt.
Losning.a). Funktionenﬁ gar mot oandligheten da — 0. Enligt definitionen av generaliserad
integral,

Udx ) Udx )
=t [ - ve -2

> d
b). / S
) @7
Observera att funktionerna——~ och i ar positiva for allaz > 2, och for allaz > 2 galler

1 1
<

213 " (z— J2)3

. *d . e . . .
Analys som ovan visar atf 1—9/53 divergerar. Enligt Jamforelsesatsen, divergerar nateg i b)
2 X

ocksa.

7. Vi betraktar en elektrisk krets som bestar av en spashialal, en resistans och en induktans
L (E, R och L ar konstanter). Strommen genom kretsen ar en funktiotdaw, . Om vi betecknar
strommen med s& galler at? = Ri + L%. Om dessutoni(0) = 0, beraknai(t).

Ldsning.Man kan se ekvationehi’(t) + Ri(t) = E som en (forsta ordningens) linjar ekvation med
konstanta koefficienter. Vi ska forst 1dsa den homogewvatdnenL:'(t) + Ri(t) = 0. Karakteristiska
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ekvationen ai.z + R = 0. Detta gers = —£. Den allmanna lésningen till den homogena ekvationen

ariy = Ce 1!, darC aren godtycklig konstant.

Vi soker en partikular 16sning till den ursprungliga ékomogena ekvationen pa formgn= a, a
ar konstant. Satter in i ekvationeRu = E. Vifick i, = a = £.

Den allmanna lésningen den ursprungliga ekvationeritséa

r, FE
i(t) = Ce 2t + =
i(t) =Ce 1" + R
darC' ar en godtycklig konstant.

OBS: Man kunde ocksa anvanda integrerande faktor fdosdt denna ekvation

Soker konstanted’ sadan atf(0) = 0:i(0) = C + £ = 0 & C = —£. Den sokta lésningen ar
i(t)= —Le it 4+ E

8. Hur manga reella ldsningar har ekvationént 2% + x — 1 = 0? Bestam ett interval av langd 1/2
som innehaller en rot.

Losning Bertakta polynomet(z) = 2° + 2* + z — 1. Eftersomlim, ., p(z) = —o0, lim, . p(z) =
oo, och funktionerp(x) ar kontinuerlig, sa mastg(z) anta alla reella varden. Darfor har ekvationen
p(z) = 0 minst en l6sning.

Om vi deriverar polynomet(x), far vi attp(z) = 5x* + 322 + 1 > 0 for allaz, dvsp(z) vaxer for
allax. Darfor har ekvationep(z) = 0 presis en losning.

Observera atp(0) = —1 < 0, ochp(1) = 2 > 0. Eftersomp(z) ar kontinuerlig, sa antar den alla
varden mellan-1 och 2. Darfor ligger roten tilp(z) i intervallet|0, 1]. For att lokalisera roten battre,
beraknap(3) = 55 + 5 + 3 — 1 < 0 (visa!). Darfor ligger roten tilp i intervallet[3, 1],

9. Finns det ett tat < 1 sadan att .
— +Inz > 1000 ?

NZ
Ldsning.Observera att olikheten ovan har mening bara:fér 0. Betrakta funktionerf (z) = ﬁﬂn x.
Vi ska undersodka vardemangden ) for 0 < 2 < 1 och se om denna innehaller nagot tal som ar
> 1000. Eftersom

1 1
f(x) =— 5 T <0 foralla0<x<1,

ar funktionen avtagande. Observera att

1
li — +1 = 1.

Det aterstar att berakrianwm(ﬁ + Inz). Det & summa av tva termer varav en gar meb och
den andra mot-oo daz — 0. Skrivom:

1+ xlnzx

1
Iim { —=4+Inz | = lim ———— = +00.

ﬂ(f ) N

Detta foljer fran standardgransvardety, .+ /zInz = 0.

Darfor maste funktionen\}—E + In x anta (faktiskt, alla) varder 1000.

10. Anvand Cauchys Integralkrltenum for att

a). visa att serlei ~ konvergerar.
k= 2



. >k 2
b). visa attZ—k <z,
e

€
k=2
Losning.Om funktionenf () ar kontinuerlig, positiv och avtagande fér> 1, s sager Cauchys In-
tegralkriterium att serief;”, f(«) och integralen/;” f(x)dx konvergerar eller divergerar samtidigt.
Vidare (detta behovs for b)—delen) har vi:

1) S f) < / " fla)da

(forklara garna detta med en bild!)
Betrakta funktionenf(r) = %. Forz > 1 ar den kontinuerlig och positiv. Verifiera att den ar
avtagandef'(z) = (1 — x)e ® < 0 for allax > 1. Enligt Cauchys Integralkriterium,

/1oo ze tdr = [—(z + 1)6_:6}?0 =

J\/ljiinoo [—(z + 1)6*}1\4 =2

Darfor konvergerar serien i a) ocksa. Formeln ovarsaitimans med (1), medfor uppskattningen i b).



