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Ett vektorfdlt F' ar en vektorvard funktion, som till varje punkt « =
(21, T, x3) 1 rummet associerar en vektor

F(x) = (Fi(z1, 22, 73), Fo(21, 29, 73), F5(21, 2, 23)).

I vektoranalysen studerar man derivator och integraler av vektorfalt. De
grundlaggande derivationsoperatorerna ar

grad :  funktioner — vektorfalt

(21, T2, 23) = (00/0x1,00 /024, 00/ 0x3),

div: vektorfalt — funktioner
(Fb Fg, F3) — 8F1/8x1 + 8F2/6£E2 -+ 8F3/8.Z‘3,

rot :  vektorfalt — vektorfalt
. F, OF; Fy OF: F!
(FhFQ’Fg)'_)(ag 0Fy OF, O0F; 0F3 81>.

8132 B 8$3’ 8.7}3 B 81’17 8m1 81’2

Dessa upptrader till exempel i Maxwells ekvationer, som utgor basen for den
elektromagnetiska faltteorien:

divE = p/eo,

divB =0,

rot E = —0B/0ot,

rot B = 9@ + poeg OE /O,

dar E = elektriska faltet, B = magnetiska faltet, p = laddningstatheten, ¢ =
stromtatheten och g, €y ar vissa konstanter.
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En intressant sammansattning av differentialoperatorerna ovan ar Lapla-
ceoperatorn A = div grad:

A :  funktioner — funktioner

Funktioner ¢ som uppfyller Laplaces ekvation A¢ = 0 sags vara harmoniska.
Dirichletproblemet

A¢p =01 ett omrade D,
restriktionen av ¢ till D:s rand &r en given funktion,

ar av fundamental betydelse i den matematiska fysiken.
Integralkalylens fundamentalsats

b dF
/a O = F () - F(a)

har féljande generaliseringar:

divergenssatsen /// divFdV = // F -ndsS,
v S

dar S = begransningsytan av volymen V', dV = volymselementet, dS =
ytelementet och n = den utatriktade enhetsnormalen for ytan S, och

Stokes’ sats // rot F' - ndS = ]{ F-dr,
S c

dar C' = randkurvan till ytstycket S.

I vaxelstromsteorien visar det sig att berakningarna blir mycket enklare
om man accepterar komplexa frekvenser w, vilket gor att teorien for kom-
plexvdrda funktioner av en komplex variabel:

w = f(z), diar z = z + iy och w = u + iv & komplexa variabler,

blir relevant. En sadan funktion kan alternativt ses som en reell avbildning
fran xy-planet till uv-planet:



f(2) ségs vara analytisk om derivatan f’(z) finns. I sa fall uppfyller u och v
de sa kallade Cauchy-Riemann ekvationerna:

ou/0x = 0v/dy,
ou/dy = —0v/ox,

fran vilka det foljer att u och v &r harmoniska: Au = Av = 0.

I var kurs ska vi forst bekanta oss med de elementdra funktionerna: e?,
log z, sin z,... och sedan lara oss hur man kan anvanda dessa for att 16sa
Dirichletproblem i planet.

Det primara syftet med denna kurs ar att ge nodvéndiga forkunskaper for
amnet elektromagnetisk faltteors.

KURSMAL Efter genomgangen kurs SKALL teknologerna kunna fol-
jande:

Vektoranalys

e redogora for begreppen divergens, rotation och gradient, kunna berakna
divergensen och rotationen av vektorfalt samt gradienten av funktioner

e forenkla och omforma vektoranalytiska uttryck med hjalp av nablakal-
kyl

e berikna flodesintegraler 6ver (i allménhet krokta) ytor i rummet, givna
i parameter- eller ekvationsform,

e redogora for divergenssatsen och kunna anvanda den vid berdakning av
integraler

e berakna linjeintegraler i rummet och kunna avgora nar de ar oberoende
av integrationsvagen

e redogora for Stokes’ sats och kunna anvanda den i samband med berak-
ning av linje- och flodesintegraler

e avgora nar ett vektorfalt har en skalarpotential och kunna bestamma
den i fall den finns

e avgora nar ett vektorfalt har en vektorpotential och att i enklare fall
kunna bestdmma en sadan



genomfora vektorsanalytiska berdkningar av ovanstaende slag inte bara
i cartesiska koordinater utan aven i ortogonala kroklinjiga koordinater
(sérskilt cylinder- och sfiriska koordinater)

redogora for hur Laplaces och Poissons ekvationer uppkommer inom
matematisk fysik samt kunna losa sadana i enkla fall

Komplexa funktioner

kunna riakna obehindrat med de komplexa talen i cartesisk och polar
framstéllning, kunna tolka relationer mellan komplexa tal geometriskt i
enkla fall, kunna bestdmma spegelpunkter med avseende pa rata linjer
och cirklar

veta vad som menas med en analytisk funktion och kunna avgora om en
given funktion ar analytisk eller ej, till exempel genom att kontrollera
Cauchy-Riemann ekvationerna

veta vad som menas med en konform avbildning

veta vad som menas med en harmonisk funktion och kunna, till en given
harmonisk funktion, bestdmma en harmoniskt konjugerad funktion

kunna redogora for de elementara analytiska funktionerna, till exem-
pel kunna definiera dem, berdkna deras derivator, utreda eventuella
mangtydigheter samt bestdmma deras inverser

veta vad som menas med en Mobiustransformation och kunna avgora
hur en given Mobiustransformation avbildar ett givet cirkelomrade eller
halvplan; och omvéant, givet tva sadana omraden kunna bestdmma en
Mobiustransformation som avbildar det ena pa det andra

i enkla fall kunna avgora hur andra elementara funktioner avbildar olika
omraden, och omvéant, kunna hitta en analytisk funktion som utfér en
given avbildning

kunna 16sa vissa randvardesproblem for Laplaces ekvation genom kon-
form avbildning pa enkla omraden (till exempel halvplan och cirkel-
skivor), dar det &r 1att att hitta 16sningar.



Kurslitteratur

e P.C. Matthews, Vector Calculus, Springer Undergraduate Mathematics
Series, 1998. I kursen ingar kapitlen 1-6 samt avsnitten 8.1 och 8.2.

e Rade - Westergren, BETA, Mathematics Handbook for Science and En-
gineering, Studentlitteratur. Det ar tillatet att anvidnda BETA vid
KS:ar och tentor. Observera att kapitel 11 samt avsnitten 1 och 5 i
kapitel 14 ger en utmérkt sammanfattning av kursen.

e Exempelsamling i vektoranalys (PDF-fil pa hemsidan).

e Olle S, Komplexa funktioner (PDF-fil pa hemsidan). I kursen ingar
hela kompendiet utom kapitel 8: iw-metoden.

e Olle S, Exempelsamling i komplexa funktioner (PDF-fil pa hemsidan).
OBSERVERA: Facit stdmmer ofta, men inte alltid.

Matthews och BETA kan kdpas i Studentkarens bokhandel.

Forkunskaper: Linjar algebra samt en- och flervariabelsanalys. Dessutom
kravs en god portion av fighting spirit.

Undervisningen ges i form av lektioner och raknedvningar.

Larare Olle Stormark (olles@math.kth.se); sitter i rum 3653 i Klocktornet,
Lindstedtsvagen 25 KTH, och har telefonnumret 7907206.

Kurssekreterare Claudette Tedforss (tedfors@kth.se) med telefonnumret
7907214. Claudette har hand om kursregistrering, inrapportering av betyg,
samt anmalan till tentor om Mina Sidor inte fungerar.

Kontrollskrivningar Det ges tre KS:ar, tva pa vektoranalysdelen, och en pa
komplexa funktioner. Godkénda KS:ar tillgodordknas pa CELTE:s ordinarie
tenta och forsta omtenta pa sa sétt att godkant pa KS i (i = 1,2 eller 3) ger
godkant = 3 poédng pa tentatal 7.

Tentamensskrivningen omfattar cirka 8 tal, och man kan maximalt fa 26
poiang. Betygsgranser:

e 2426 p = A,
e 2123 p = B,

e 1820 p = C,



e 15-17p = D,
o 12-14 p = E,
e 11 p = Fx = far komplettera,

e <10=F.

Ordinarie tentan ges fredagen den 28:e maj, klockan 14.00-19.00, pre-
liminart i salarna V32-V35.

Tentamensanmalan kan goras fran och med den 12:e april till och
med den 16:e maj, klockan 24.00.

Klagomal pa rattningen gors skriftligt pa blanketter som tillhandahalles
av matematikinstitutionens studentexpedition.

PRELIMINAR KURSPLANERING

V = Vector Calculus, EV = Exempelsamling i vektoranalys, K = Kom-
pendium i komplexa funktioner, EK = exempelsamling i komplexa funk-
tioner.

Laxtal: Observera att V innehaller kompletta losningar till samtliga 6v-
ningsexempel! Nagra av de svarare gas igenom pa tavlan, men resten ska
Osquarulda av ren sjalvbevarelsedrift rdkna sjalv!!!

Lektion 1 man 22/3 10-12 i Q34: Inledning till kursen och snabb genom-
gang av kapitel 11 V.

Lektion 2 tis 23/3 13-15 i L52: Linjeintegraler i rummet, avsnitten 2.1 och
22iV.

Ovning 1 tis 23/3, 15-17 i L52: Rikna talen 1, 3, 4, 9, 26, 30, 32 i EV.

Lektion 3 ons 24/3 10-12 i L52: Flodesintegraler och volymsintegraler, av-
snitten 2.3 och 2.41 V.

Lektion 4 tor 25/3 10-12 i L52: Gradienten, avsnitten 3.1 och 3.21 V.



Lektion 5 fre 26/3 10-12 i V34: Divergens och rotation, avsnitten 3.3 och
341V.

Lektion 6 man 29/3 13-15 i L52: Indexrédkning, avsnitten 4.1-4.4 1 V.

Lektion 7 tis 30/3 13-15 i L52: Grad, div och rot med indexrikning, av-
snitten 4.5-4.71 V.

Ovning 2 tis 30/3 15-17 i L52: Riikna talen 33a, 33b, 13, 18, 22, 37, 38,
65a, 65b, 65¢, 66a, 66b i EV.

Lektion 8 ons 31/3 10-12 i L52: Sammanfattning av kapitel 4 i V.
Lektion 9 tor 1/4 10-12 i L52: Divergenssatsen, avsnitt 5.1 1 V.

KS 1 pa kapitlen 1-4 i V tor 1/4 13-15 i L51-L52.

Pasklov

Lektion 10 man 12/4 13-15 i L52: Stokes’ sats, avsnitt 5.2 1 V.
Lektion 11 tis 13/4 13-15 i L52: Sammanfattning av kapitel 5.
Ovning 3 tis 13/4 15-17 i L52: Rikna talen 66, 70, 71, 74, 80, 86 i EV.

Lektion 12 ons 14/4 10-12 i L52: Kroklinjiga koordinater, avsnitten 6.1
och 6.21 V.

Lektion 13 tor 15/4 10-12 i L52: Cylindriska och sfériska koordinater, avs-
nitten 6.3 och 6.41 V.

Ovning 4 tor 15/4 13-15 i L52: Riikna talen 89, 95, 96, 98, 103, 111 i EV.

Lektion 14 man 26/4 13-15 i L52: Varmeledningsekvationen och lite grand
om elektromagnetism, avsnitten 8.1 och 8.21 V.

Lektion 15 tis 27/4 08-10 i L52: Komplexa tal, kapitel 2 i K.
KS 2 pa kapitlen 5, 6 och 8 i V tis 27/4 14-16 i L52 och L21.
Lektion 16 ons 28/4 10-12 i L52: Riemannsfaren, kapitel 3 i K.

Lektion 17 tor 29/4 10-12 i L52: Polynom och exponentialfunktionen,
kapitel 4 i K.



évning 5 tor 29/4 13-15 i L52: Réakna talen 1la, 2a, 6a, 6d, 9a, 12, 14, 20a,
20b, 21a i EK.

Lektion 18 man 3/5 13-15 i L52: Cauchy-Riemann ekvationerna, kapitel 5
i K.

Lektion 19 tis 4/5 13-15 i L52: Borjan pa elementéara funktioner, kapitel 6
i K.

OVning 6 tis 4/5 15-17 1 L52: Rékna talen 16a, 16b, 22, 25a, 25¢ i EK.

Lektion 20 ons 5/5 10-12 i L52: Fortsdttning pa elementéra funktioner,
kapitel 6 1 K.

Lektion 21 tor 6/5 10-12 i L52: Flertydiga funktioner, kapitel 7 i K.
Ovning 7 tor 6/5 13-15 i L52: Rékna talen 25a, 25e, 29, 31, 32 i EK.

Lektion 22 man 10/5 13-15 i L52: Laplaces ekvation och konforma avbild-
ningar, kapitel 9 i K.

Lektion 23 ons 12/5 10-12 i L52: Mébiusfunktionen, kapitel 10 i K. Laxtal
i EK: 39, 40, 43.

KS 3 pa kapitlen 1-7 i K ons 12/5 13-15 1 Q31 och Q33 (INTE V34).

Lektion 24 man 17/5 13-15 i L52: Konforma avbildningar, kapitel 11 i K.
Laxtal i EK: 46, 48, 50.

Lektion 25 ons 19/5 10-12 i L52: Borjan pa randvardesproblem, kapitel 12
i K. Lixtal i EK: 55, 57.

Lektion 26 ons 19/5 13-16 i V34: Fortsdttning pa randvardesproblem,
kapitel 12 1 K samt repetition. Laxtal i EK: 59, 61.

Lektion 27 tor 20/5 10-12 i L52: Repetition.

Tentamen fre 28/5 14-19, preliminért i V32-V35.



