KTH Matematik
Olle Stormark

Losningsforslag till SF1649 Vektoranalys och komplexa
funktioner for CELTE 2010-05—28, kl. 14.00-19.00.

e Hjidlpmedel: Handboken BETA och TET:s inplastade formelblad.

e Du som har fatt godként pa kontrollskrivning ¢ (dar ¢ = 1,2,3) far
automatiskt full podng pa tal 7.

e Betygsgranser: 24-26 poang ger betyget A, 21-23 poédng ger betyget
B, 18-20 poang ger betyget C, 15-17 poang ger betyget D och 12-14
poang ger betyget E.

e Om du har fatt 11 poang sa far du betyget Fx och har da mdjlighet
att gora en kompletteringstentamen. Kontakta Olle i sa fall. Mindre
an 11 poang ger betyget F = underkant.

e Samtliga behandlade uppgifter skall forses med utforliga och
tydliga losningar! Bristande lasbarhet medfor poangavdrag!!

1. Forklara varfor

div(F xG)=rotF -G — F -rotG. (3p)
Losning;:
. 0 0
div (F X G) = axl (F X G)l = a—xiﬁiijij
0F; oG
= Eijka_;Gk + ez‘ijja_;

0 0
= (Gkija—xiFj) Gk — (Eﬂka_lek) F}

= (rot F); Gy, — (rot G); F;
=rotF -G —rotG - F.



2. Lat F = (y(1+2%),2(1 + 22),z(1 + %)), lat = = {(z,y,2) € R?: 2% +
y> + 22 = 1,z > 0} och 1at n vara den enhetsnormal for ¥ som &r
riktad bort fran origo. Berdkna flodesintegralen

// rot F' - ndS.
by

LEDNING: Kan man byta ¥ mot en enklare yta? (3p)

Losning: Om ¥* = {(z,y,2) € R3: 22 + y? < 1, 2 = 0} med enhets-
normalen e,, sa ar 0% = 0X* med samma orientering, och da sager
Stokes att

//rotF-ndS: F.dr = F-dr:// rot F' - ndS
N % ax Pl

:// rotF-ezdS’:// (rot F'), dS,
i .
ar

e, ey e,
rot F=| 0/0x /0y 0/0z
y(1+2%) 2(14+2?) z(1+y?)

d

sa att
(tot F), =z-20 —1— 2% som ér = —1da z=0.

Alltsa ar

//rotF-ndS:—// dS = — arean av )" = —7.
x o

Alternativt kan man anvianda Stokes direkt: Pa 9% ar r =
(cos ¢, sin ¢, 0), dar ¢: 0 — 27. Och da fas

//rotF-ndS: F.dr
M )

2
= / (sin @, 0, cos ¢(1 + sin?@)) - (—sin ¢, cos ¢, 0) do
0

27
= —/ sin®¢ dp = —.
0



3. Lat u(z,y) = e *(zsiny — ycosy).

(a) Visa att u(x,y) dr harmonisk. (1p)
Losning:
ou (5 iny)
— = —e¢ *(xsiny —ycosy —siny
ox
0%u N . -
Freialks (xsiny —ycosy —siny — siny)
och
o0 e +ysing)
— =¢ “(xcosy —cosy + ysiny
dy
0%u ,z . . :
8_3/226 (—xsiny + siny + siny + y cos y)
vilket visar att 52 52
u u
Au=—+— =0.
4T o + 0y?

Hérled en funktion v(z,y) som gor att funktionen f = u(x,y) +
iv(z,y) blir komplext deriverbar. (1p)

Losning: Cauchy-Riemannekvationerna

ou _ ov
ox ~ Oy’
Ou . Ov

oy — Oz
visar att
v ou s +ysing) —>
— = —— = —¢ *(xcosy — cos sin
o7 ay Y yry Y

(med en partiell integration )
v=(re " +e )cosy —e “cosy+e Tysiny + g(y)
=ze “cosy+ye Tsiny + g(y) =

ov —r - —x . —x !

a—y:—xe siny +e “siny +ye “cosy+ g'(y)
ou IO .

=5 = ¢ (rsiny —ycosy —siny) = g = C' = konstant =
x

v=uxe “cosy+ye “siny+ C.



(c¢) Uttryck f som en funktion av z = = + 4y, sa att man till slut far
u(z,y) = Re f(z2). (1p)
Losning:

f=u+ivw=xe *siny—e “ycosy+ire “cosy+iye “siny+iC
=izxe “(cosy —isiny) —ye “(cosy —isiny) + iC
—ize e —ye Te W 4 iC
=irve " —ye " +iC =i(v+1y)e* +iC =ize * +iC.
4. Lat Q vara en 6ppen sammanhingande méingd i R? med randytan 0f,
och lat n vara den utatriktade enhetsnormalen for 0€2. Forklara varfor

// andS:///rothV,
Gl9) Q

for varje snallt vektorfalt F'.

LEDNING: Récker att visa att c-(vansterledet) = c-(hégerledet) for en
godtycklig konstant vektor e¢. Det kan ocksa vara lampligt att anvéanda

resultatet i uppgift 1. (3p)
Losning;:
c - (vénsterledet) = // c-nxFdS
o9
=|lc:nxF=|-n—|=|-F-|=n-Fxc
_F— e

= // n - F x c¢dS = { enligt divergenssatsen }
o9

:///Qdiv(Fxc)dV:///Q(rotF-c—F-rotc)dV
—c- / / /Q rot F dV = ¢ -(hogerledet).

5. En konstant elektrisk stom som flyter genom en ledare langs z-axeln
alstrar ett magnetfalt som ar proportionellt mot det falt B som i cylin-
derkoordinaterna p, ¢ och z ges av

1
B = - €y.
p



(a) Visa att div B = 0 utanfor z-axeln. (1p)

Losning;:
10 (1
V.B=—-—|(-]=0 da 0.
p 0 (p> s
(b) Visa att rot B = 0 utanfor z-axeln. (1p)
Losning:

e res e
VxB=-|0/0p 0/06 0/0:|=0 dip+£0.
0 p-pt 0

(c) Lat y vara spiralkurvan (p, ¢, z) = (¢,t,t), dar t: 0 — 2. Berdkna

linjeintegralen
/ B-dr. (1p)
-

dr =dpe,+pdpey, +dze, —>

Losning;:

2
B-dr:d¢:dt:>/B-dr:/ dt = 2.
¥ 0

6. En punktladdning i origo med laddningen ¢ coulomb ger upphov till

det elektriska faltet q

E:ﬁ

r,

dar » = (z,y,2) och r = |r|. Lat Q vara en 6ppen sammanhédngande
méngd i R? med randytan 9 och 1at n vara den utatriktade enhets-
normalen for 0€2. VISA foljande resultat betraffande flodet av E ut
genom 0f):

// E -ndS =0, om origo ligger utanfor (1p)
09

// E -ndS =4mq om origo ligger innanfor 2. (3p)
o9
Losning: divE =div(¢gr==-r) =q- (grad (r=3) «r +r73 - divr).

0 0 3
%T—Z% _ %(xQ +y2 + 22)—3/2 _ _5(3:2 + y2 + 22)—5/2 29 = —3 - 7”_5

— grad (r*) = =3(z,y,2)r ° = -3r "7

5



och
divr =div (z,y,2) =1+1+1=3,

sa att
dvE=q-(=3r - r.-r+r2.3)=0 dar#0.

Om origo ligger utanfor €2 ger divergenssatsen att

//BQE'ndSZ///QdivEdV:O.

Om origo ligger innanfér €2: Lat B vara epsilonbollen {(z,y,z) €
R3: 2% + y? + 22 < €2}, och sitt D = Q\ B = den del av ) som
ligger utanfor B. Da ar 0D = 02 — B, dar minustecknet beror pa
att den utatriktade enhetsnormalen pa 0B sett ifran €2 &r minus denna
normal sett ur B:s synvinkel ( — eller hur?). Eftersom divE =01 D,
visar divergenssatsen att

o:/// divEdV:/ E.nds
D* oD+
:/ E-ndS—// E -ndS,
19) OB

// E-ndS:// E -ndS.
a0 OB

Den utatriktade enhetsnormalen pa 0B ges av n = r/r, varfor

sa att

E.n:qr_g-r_l-'r-'r:q/r2:q/62pé@B.

Déarmed blir

// E-ndS:%-areanavaB:%-élﬁez:Zlﬂq.
o0

€ €

. Berakna den elektrostatiska potentialen V' mellan cylindrarna C; =
{(x,y,2) € R®: (x—1/2)*+y* = (1/2)?} och Cy = {(x,y,2) € R?: (z—
1)2+9*>=1} om V ar = 0 pa C; och = 100 pa Cy (man far tinka sig
att det &r ett litet glapp mellan cylindrarna da (z,y) =~ (0,0)).



LEDNING: Eftersom en translation i z-led inte andrar nagonting, sa
ar detta ett 2-dimensionellt problem:

AV =0da (z —1/2)* +y*> > (1/2)? och (z — 1)* +y* < 1,
V=0da (x—1/2)%+y* = (1/2)?
V=100da (x —1)2 +y> = 1.
(3p)
Lo6sning: Vi ratar ut bada cirklarna med en Mdbius genom att skicka

den gemensamma punkten z = 0 till w = oo, och skickar ocksa z = 1
till w = 0:

z—1

ot
Speciellt fas da att z = 2 skickas till w = 1/2. Eftersom var funktion
avbildar reella axeln pa reella axeln och bevarar vinklar, sa kommer
bildlinjerna att skara reella w-axeln ortogonalt, och kommer darfor att
ges av Rew = 0, respektive Rew = 1/2.

w =

Den inre punkten z = 3 avbildas pa w = 1/3, som alltsa ar en inre
punkt for bildomradet, vilket betyder att detta ges av {(u,v) € R?: 0 <
u < 1/2}.

Vi far darmed foljande Dirichletproblem i uwv-planet:

AV =0 dal0<u<1/2, —o0o<v< o0,
V=0dau=0o0chV =100dau=1/2.

Eftersom detta problem ar invariant da v varierar beror losningen V'
bara pa u: V = V(u), och da géller det att

AV =0 <= V'(u)=0 < V =Au+ B (A, B = konstanter).

Insattning av randvillkoren ger sedan att

0=0,
{IOO:A/2+B = A/2 = A =200,
sa V =200u, dar

u:Rez—l:Re(x—l)fiy.x—z:y:x(xgl)_;y?
z T4y T —y T4+ Yy
B x
2+ y?



Det vill saga,

V(z,y) = 200 (1 - L) .

x? + y?

. Bestdm en konform avbildning av cirkeltvahérningen Q2 = {z € C:
|z — 1] < 2 och |z + 1| < 2} pa enhetsskivan {w € C: |w| < 1} sa att
z = 0 avbildas pa w = 0. (4p)

Losning: €):s hornpunkter ar losningar till systemet

(z+1)+y*=4
(x —1)2+y? =4.
Den forsta ekvationen minus den andra ger att 4z = 0; detta in-

satt i endera ekvationen visar att y? = 3 <= y = +V3. Sa
cirkeltvahorningens horn dr beldgna i (0, £v/3) = /3.

Vi ratar ut cirkelbagarna genom att skicka ena hornpunkten till w = oo
och den andra till w = 0 genom en Mobius — till exempel

z — 2\/§

z+iV3

De réta linjerna blir bestamda om vi kanner bilden av nagon mer rand-
punkt an wl(i\/g) = 0; till exempel visar rattframma rakningar att

1 3

w1 =

221:>IU1:—§—27,
1 V3
z:—1:>w1:—§+17.
Déa den inre punkten z = 0 avbildas pa w; = —1 = €™ ser vi att bilden

av Q blir vinkelomradet {w; € C: 27/3 < argw; < 47/3}. Genom att
vrida detta omrade vinkeln —27/3 genom

—i27/3

Wy = € w1

fas vinkelomradet {ws € C: 0 < argw, < 27/3}, och var utpekade
punkt z = 0 hamnar pa e 2™/3 . g™ = /3,



Detta vinkelomrade avbildas pa hela 6vre halvplanet genom att cka
vinkeln 27/3 till 7

. 3/2
_.3/2 _ —im, 3/2 3/2 z—iV/3
I V- B

in/3-3/2 _ 6i7r/2 —

varvid z = 0 avbildas pa e

Till slut avbildar vi 6vre ws-planet pa enhetsskivan i w-planet genom
att skicka wy; = 7 (det vill siga bilden av z = 0) till 0 och spegelpunkten
—1 till oo:

i\
wy — 1 ( - ) T (2= i3 iz +iV/3)?

24+iv/3
)7 G AP G VAP
3



