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LAPLACES OCH POISSONS EKVATIONER

Poissons ekvation
Ap(x) = p(x)
(dér p ar en given funktion och ¢ soks) satisfieras till exempel av

e den elektrostatiska potentialen i ett omrade som innehaller laddningar
(varvid p &r proportionell mot laddningstatheten)

e gravitationspotentialen i ett omrade som innehaller massa (p ar da
proportionell mot masstéatheten)

e den stationdra (det vill sdga tidsobereonde) temperaturfordelningen i
en homogen kropp vid narvaro av varmekéllor

e deformationen av ett tunt belastat membran (i vilket fall p &r propor-
tionell mot kraften per ytenhet).

Laplaces ekvation
Ag(x) =
fas uppenbarligen genom att satta p = 0 ovan. Funktioner som ar losningar
till Laplaces ekvation sags vara harmoniska.

Lat V vara ett begriansat omrade i R® med randytan S.

SATS Randvdrdesproblemet

{Aqs(m) = p(m) iV,

¢ och dess nomalderivata V¢ -n dar givna pa S,

har en unik losning © V. Narmare bestamt galler det for varje p € V' att
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Beviset bygger pa Greens andra identitet (formel 5.16 i Matthews’ bok):

// *(¢A¢—¢A¢)d‘/://*(¢V@b—wv¢) .n dS,

dar S* ar V*:s randyta.

I satsens formel forekommer |x — p|~! och | — p|~3, som uppenbarligen
ar elaka i punkten p. For att undvika denna elakhet tar vi bort ett litet klot
Ve = {x: |x — p| < €}, med randytan S, = {x: |x — p| = €}, fran V, och
satter

Vi=V-V, S*=85-5,

dar minustecknet framfor S, betyder att den utatriktade enhetsnormalen for
S* pa S, ar riktad in 7 V., medan S.:s enhetsnormal ar riktad utat.
Som 1) valjer vi funktionen
1

U(x) = Z—p|

som uppfyller Ay =0 da x # p.

Vidare ar

r—p o

Inséttning av A¢ = p och ovanstaende data i Greens andra identitet ger
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Pa S, ar | — p| = e. Med hjélp av detta samt divergenssatsen och medelvar-
dessatsen inser man att den sista termen i (*) gar mot 0 da € — 0:

// |Z¢Z| /SGW ‘e dS = - ///FAqde
/// ‘P(P) % for nagot p* € V.

=3 p(p) & —0dae—0.

Pa S, ar vidare

r—p
=|x—p|l=¢
|z — p|

(x—p)-n=(x-p) -

Anvénder vi detta plus medelvérdessatsen pa den nést sista termen i (*) ser

vi att
IR = // o) dS = 0" ¢

= 4rd(p for nagot p* € V,
— 4mp(p )dae—>0.

Dée—>()i(*)gérV—KmotVochvifér

_///V’“f(i\dv //¢ e prB s - /s%db”

+ 4mop(p

det vill saga den onskade formeln

I = - p| Vﬂm//@5 g p|3 = ds
//‘w 48

Antag nu att p(x) # 0 enbart i ett begrinsat omrade K! Det &ar da
rimligt att anta att Poissons ekvation har en losning ¢ som tillsammans med
sin gradient V¢ snabbt gar mot 0 langt fran K. Sa om vi later S vara sfiren

Sgp=A{z: |x| = R}
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med radien R och medelpunkt i origo kan vi anta att ¢ och V¢ gar mot 0 sa
fort pa Sg att ytintegralerna i formeln ovan forsvinner da R — oo. I detta

limes far vi da .
Ll 2
T K |5‘3 - p|

For att verifiera denna formel maste vi kontrollera att ytintegralerna verk-
ligen gar mot 0 da R — oo om ¢(p) ges av detta uttryck.

Observera forst foljande uppskattning:
Om x € K sa géller om |p| ar tillrackligt langt borta fran K att
x| < |p|/2, varfor
|z —pl > |p| — |z > |p| - Ipl/2 = |p|/2,

och da blir
1 2

- <=
|z —pl ~ |pl
Med hjalp av (T ser vi att

< o

¢(P)l T 4r
det vill saga
konstant
6(p)| < % da |p| r stort.
p
Sa pa Sk (dir x| = R) &r
konstant
<
o) < <7

Darmed fas att

A //SR Isc pl3 o ds' = d4r //SR |z — pP

konstant 4 5 4 -konstant .
_4W'T-ﬁ-43 Teo da R — oo.

I den andra ytintegralen forekommer V¢(x). Vi far gradienten av ¢(p)
genom att derivera under integraltecknet med avseende pa pi, po, ps:

e v () = [l =
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Med hjélp av uppskattningen (1) fas sedan:

<L [
e s

om |p| &r stort. Sa pa Sg (dér || = R), ar

konstant
Vo(z)| < T
Beloppet av den andra ytintegralen kan darmed uppskattas pa foljande satt:
‘// ‘SkoLt;mt‘l_szQ
Sk |m P| R R

B 47 - konstant

R
— och det var alltsa korrekt att anta att ytintegralerna forsvinner da R — oo.

SATS Om p(x) # 0 bara i ett begrinsat omrade K, sa dr

e/ =t

en losning till Poissons ekvation A¢ = p.

—0 da R — >

Harmoniska funktioner ar l6sningar till Laplaces ekvation
Ap=0

(det vill sdga Poisson med p = 0). Om ¢ &r harmonisk i ett omrade V' med
randytan S sa galler enligt ovan for varje p € V att

T4 // oo S 47r s%ds

Lat oss fixera p och lat S, p = {a:: \a: — p| = R} vara sfiren med radien R
omkring p. Pa Sp g ar

T —p (x—p)-n_ 1
r—p =R m=—— och ——=—,
| | |z — p |z — p? R?
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varfor

47T/SR¢ dS+—//SR— Vé(x) -n dS

= { enligt divergenssatsen }

— 1 - 2

1
- / | o@ds+o

dir Vpr = {x: |x — p| < R}.
Observera att integralen i hogerledet kan tolkas som medelvdrdet av ¢ pa
Sp.r. Darmed har vi visat

MEDELVARDESSATSEN FOR HARMONISKA FUNKTIONER
Virdet av en harmonisk funktion ¢(x) i en punkt p dr lika med medelvirdet
av ¢ over en sfar med p som medelpunkt:

1
47TR2 / Sp,R ¢(w) dS

Fran denna sata féljer maximum och minimum principerna for har-
moniska funktioner:

o(p) =

Om A¢p =014V sa kan inte ¢ ha ett strikt mazimum eller strikt
manimum 1 det inre av V.

Ty antag att ¢(x) har ett strikt maximum i en inre punkt p, det vill

siga ¢(p > ¢(x) 1 en punkterad omgivning {x: 0 < |z — p| < €} av p. Med
r = ¢/2 giller da att ¢(x) < ¢(p) for alla x € S, ,. Enligt medelvérdessatsen

ar darfor
4M2// o(x dS<— qb(p)-//Sp’TdS

= 4W2 - ¢(p) - 4mr® = ¢(p),

det vill saga
o(p < ¢(p),

vilket ar en motsédgelse. Pa analogt sitt visas att ¢ inte kan ha ett strikt
minimum i det inre av V.



