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VARNING: Under en tentamensskrivning har man faktiskt inte tillgang till
ledningar och svar. Sa om du vill férbereda dig for tentan sa ska du inte titta
pa ledningarna innan du har gjort ditt yttersta for att sjdlv hitta korrekta
losningar.



Komplexa tal

. Reducera foljande uttryck till formen a + ib, dar a och b ar reeella tal:

(a) 4T 4 2450 _ Lbi

71—3 347 58 7
1412 1—3 21—3
(b) 5 + g + 555

(C) 141—i+1£i 1

1 T -
T+i 11— 1+1+1L‘

. Berdkna z = z + iy da

142 1—2?
(b) z4+3z2=1—1,
(c) 22 —2iz = 2 + 4i.

(a) Ty _ 2y

. Visa att
|Zl + 22|2 + |Zl — 22’2 = 2|21|2 + 2‘22|2,

och tolka detta resultat geometriskt.

. Tre punkter z;, zo och z3 i det komplexa planet bildar hornen i en
ratvinklig triangel med den rata vinkeln vid z;. Visa att

|Zl|2 + Re (2223) = Re (21(2’2 + 23))

. Bevisa olikheten 1
z| > —(|Re z| + |Im z|).

Nar galler likhet?

. Bestam absolutbelopp och argument av foljande komplexa tal:

(a) 1522,
(b) (1+1)°,
(C) (1_12‘)97
(1+4)*
(d) (1+i\/§)2’




10.

11.

12.

(f) € +1,dar —m < ¢ <,
(g) 1+ 2+ 22+ 2% for z = €.

. Visa att

sin’nz

> sin(2j - Do = ——.
- SIn xr
7=1

. Visa olikheten

et — e'2| < g1 — ¢n.
Bestam alla rotterna till ekvationerna
(a) 25 =24,
b) 22+ 234+ 22+2+1=0.

Lat n vara ett positivt heltal. Visa att samtliga rotter till ekvationen
(24 1)" = (2 — i)™ maste vara reella.

Ett oppet sammanhéngande omrade i komplexa planet kallas for en
domdn. Vilka av foljande omraden ar doméner? Vilken eller vilka ar
enkelt sammanhdangande?

—~

{z € C||Rez| <k}, dar k € R,

{z € C||Imz| <k}, dir k € R,
{z€C|Rel=k}, dir k e R\ {0},
{zeC||z—a|<r}, dira e Cochr >0,
{zeC|ri<l|z—al <ry},déra e C och 0 <ry <ry,

a

b

—~
o

d

—

@

— T —— ~—— ~ ~—

—~
s

{zeC|0<|z—a|] <o}, dédracC,
g) {zeCllargz| <7},

h

N

{zeC||arg(z —a)| <a},déira e Coch 0 < a < 7.
Lat z;, z9 € C och lat k vara ett positivt reellt tal. Visa att

|z — 2|

Cp={zeC| — Kk}

|z — 29| N

(a) ar en rdt linje om k =1,



(b) ar en cirkel med medelpunkten zy = % och radien k |le ,:5'
om k # 1.

13. Lat a vara ett komplext tal med egenskapen 0 < |a| < 1. Visa att:

(a) {z€eCl|lz—a|<|l—az]} ={z€C||z| <1},

(b) {zeCllz—al=1-az|} ={z e C|[z| =1},

(c) {zeC|lz—a|>|1—-az|} ={2€C| |z > 1}.
Anvind dessa resultat for att tolka vad funktionen w = (z —a)/(1—az)
gor geometriskt.

14. Skissera bilderna av foljande omraden under avbildningen w = %:

(a) {z € C|Imz=a}, dira >0,
(b) {zeC||z—¢l=r},dar0<r<cg,
(c) {z€C||lz—r|=r} dar 0 <r < oo.

Cauchy-Riemannekvationerna

15. Vilka av foljande funktioner ar analytiska i nagon del av det komplexa
planet?

T — 1y
z, lzl, Rez, |z]*, 2%, Zlargz, m

16. Vilka av foljande funktioner kan vara realdelar av analytiska funk-
tioner? Bestdm i forekommande fall dessa analytiska funktioner (som
funktioner av z = = + iy)!

(a)

(b) e

(c) In(a? +4°) + = + 2y,
)

(d) (z —y)e™

T(xcosy + aysiny) for ett lampligt val av a € R,



17.

18.

19.

20.

21.

22.

Visa forst att Cauchy-Riemannekvationerna i polara koordinater ges

av
ou_ v v du

or 00 'or 00

dir z = x + iy = re?, och visa sedan att funktionen logz = Inr + i
uppfyller dessa ekvationer.

Realdelen av en viss analytisk funktion ar lika med summan av en
funktion, som enbart beror pa x, och en funktion som enbart beror pa
y. Visa att den analytiska funktionen ar av formen az? + bz + ¢, dir a,
b, ¢ ar konstanter, och a dessutom ar reell.

Elementara funktioner

Los ekvationen

el = .

Hur avbildar w = e* foljande linjer och omraden i z-planet?
(a) Réta linjerna Rez = —2, —1, 0, 1, 2, respektive Imz = -2, —1
0, 1, 2.
(b) Réta linjen {z € C| Rez =Imz}.
(c) Bandet {z € C |0 <Imz < 7}.

(d) Halvbandet {z € C|Rez > 0och f <Imz < v}, dar
0<~y—p<m/2

Y

Hur avbildas genom w = €%

(a) halvbandet {z € C| 0 < Rez < 7/2 och Im z > 0},
(b) halvbandet {z € C| 8 < Re <7 och Imz < 0}, dér
0<~y—p<m/27

Berdkna samtliga varden av foljande funktioner, och ange dem pa for-
men a + ¢b, dar a och b ar rella:

(a) (L+4),
(b) (logi)".



23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

For vilka reella positiva varden pa x kan (—xz)~*

varde?
Los ekvationen zV3 = 1 + 4.
Los ekvationerna

(a) tanz = 21,

(b) cosh 2z + sinh 2z = i(cosh z — sinh 2),

(c) sinz = 1000,

(d) cosz=1,25,
)

(e) sinz = bi.

anta ett rent imaginart

Los ekvationen cos z +isin z = 2, och ange svaret pa formen a + b, dar

a och b ar reella.

For vilka varden pa z antar sin z, cos z och tan z rent reella respektive

rent imaginara varden?

Hur avbildar w = sin z foljande mangder?

(a) {ze C|0<Rez<aochlImz=c}, dir a = 7/2, 7 eller 27 och

c>0,
(b) {z€C|Imz=c}, ddr c e R.

Hur avbildar w = sin z féljande band?

a) {z€C|0<Rez<m/2o0chImz >0},

(
(b) {zeC|0<Rez<7/2o0chImz <0},

)
)
(c) {zeC| —7/2 <Rez<0ochImz >0},
(d) {zeC|—-n/2 <Rez<0ochImz <0}

Hér &r en funktion f(z) och en kurva C' givna, och man fragar efter
bilden f(C) av C' under avbildningen w = f(z).

(a) f(=

(c) f(z

z+1

7

y=z2*0och C={2€C|Rez+Imz =1},
(b) f(z) = 12Z Loch C={zeC||z—2 =1},
)= uochC’z{zEC|ImZ:O},



(d) f(z):2iz—ﬁochC:{z€C||z|:1},
(e) f(z) =2z ochC={2€C]||z=10chImz > 0}.
31. Lat funktionen w = 22 vara given.
(a) Rita de kurvor i z-planet som svarar mot linjerna Rew =0, 1, 2,
3 respektive Imw = 0, 1, 2, 3 i w-planet.
(b) Hur avbildas

i. vinkelrummet {z € C | ¢1 < argz < ¢o}, dér ¢ — ¢y <,
ii. cirkelsektorn {z € C | ¢; < argz < ¢ och |z| < r}?

Var &ar avbildningen inte konform?

(¢) Hur avbildas halvbanden {# € C | 0 < Rez < ¢ och Imz > 0}
respektive {z € C| —c < Rez < ¢ och Imz > 0}, dér ¢ > 07

32. Vad blir slutvardet av funktionen w = +/1 — 22 da man startar i
z = 0 med w(0) = 1 och sedan foljer halvcirkeln {z € C | |z — 1] =
1 och Imz > 0} till z = 27

33. Vad blir slutvirdet av funktionen w = /(1 — 2)(1 + 22) dd man startar
iz =0 med w(0) =1 och sedan gar ratlinjigt forst till z = 1 + ¢ och
sedan till z = 27

34. Lat z genomlopa cirkeln {z € C | |z| = 1/2} ett varv i positiv led med
borjan och slut i z = 1/2. Vad blir slutvéirdet av funktionen w = z*
om begynnelsevirdet ar w(1/2) = 1/y/27

Konforma avbildningar

35. Ge geometriska tolkningar av foljande funktioner, dar a ar en komplex

konstant:
(a) w=z+a,
(b) w = az,
(c) w=1/z.



36.

37.

38.
39.

40.

41.

42.

43.

44.

Visa genom att utfora divisionen att Mobiusfunktionen

az+b
= d—be+#0
Yeara c7#0,

kan uppfattas som sammansatt av de i forra exemplet angivna funk-
tionerna.

Visa med hjalp av foregaende tva uppgifter att Mobiusfunktioner av-
bildar cirklar och rata linjer pa cirklar och réata linjer.

Anvind resultatet 1 uppgiften ovan for att 16sa 30 (d).
Hur avbildas omradet
{zeC||z| <1, |z—1/2| >1/2, Rez >0, Imz > 0}

genom funktionen w = Zil?

Bestam en Mobiusfunktion som avbildar omradet {z € C | |z —5| > 2}
pa {w e C| |w| <1} sa att w(1) = 0.

Visa med hjialp av spegelpunkter att en Mobiusfunktion som avbildar
ovre halvplanet {z € C | Imz > 0} pa enhetsskivan {w € C | |w| < 1}
ar av formen

zZ— 20

w=e —, dar Imz > 0 och a € R.
zZ— 20

Visa att en Mobiusfunktion som avbildar {z € C | |z| < 1} pa
{w € C | |w| <1} har formen
Z — 20

w = e

— dér |z| <1ocha€eR.
1— Zyz

Avbilda halvcirkeln {z € C | |z|] < 1 och Imz > 0} pa enhetsskivan
{we C||w| <1} saatt z=3(1 +4) hamnar pa w = 0.

Bestam en Md&biusfunktion som avbildar de excentriskt belagna cirk-
larna {z € C | |z — 1] = 1} och {z € C | |z| = 4} i tva koncentriska
cirklar med w = 0 som medelpunkt och med den yttre cirkelns radie
lika med ett givet tal R.



45.

46.

47.

48.

49.

50.

ol.

52.

93.

Hur avbildar w = tan z bandet

{zeC|0<Rez<m/20ch z#7/2}7

Avbilda {z € C | |z] < 2 0och |z — 1] > 1} konformt pa {w € C |
Imw — Rew| < 1}.

Omradet {z € C | Rez > |Im z|} avbildas pa ett omrade D i w-planet

genom funktionen
z—1

241

Berakna arean av D.

Finns det nagon funktion w = f(z) som &ar analytisk i forsta kvad-
ranten, antar absolutvérdet 1 pa positiva reella och imaginéra axlarna,
samt har ett nollstalle i z = 1 4 247

Omradet {z € C | |z| < 3 och |z—1| > 1} avbildas med en M&biusfunk-
tion pa en cirkelring i w-planet med w = 0 som medelpunkt och yttre
radien lika med 1. Hur stor blir radien i den inre randcirkeln?

Avbilda {z € C | |2] < 1 och 0 < argz < 7/n} (ddr n ar ett positivt
heltal) konformt pa enhetsskivan {w € C | |w| < 1}.

Avbilda z-planet uppskuret langs imaginara axeln fran z = 0 till z =
pa 6vre halvplanet {w € C | Imw > 0}.

Man vill bestamma stromlinjerna kring kroppen
K={2eC||z—1i <V2och |z +i] < V2}

vid en stromning som langt borta fran K &r parallell med reella axeln.
Genomfor detta genom att avbilda det yttre av K konformt pa det
yttre av slitsen {w € C | =1 < Rew <1 och Imw = 0} — ty da 6vergar
stromlinjerna i z-planet i stromlinjerna {w € C | Imw = konstant} i
w-planet, och de forra fas som inversa bilden av de senare.

Avbilda halvbandet {z € C | Rez > 0 och 0 < Imz < 1} konformt
pa halveirkelskivan {w € C | Jw| < 1 och Rew > 0} sa att w(oo) = 0,
w(i) = —i och w(0) = i.

10



54.

95.

96.

o7.

Bestam en funktion som avbildar halvbandet
{z€C|Rez>0o0ch0<Imz <1}

konformt pa forsta kvadranten {w € C | Rew > 0 och Imw > 0}.

Dirichletproblem

Bestdm den elektrostatiska potentialen V' (z,y) ovanfor en odndlig led-
ande platta vars tvarsnitt ges av {(z,y) € R* | y = 0}, dar delen
{(z,y) e R?* |y =0o0ch —a < x < a} ar isolerad fran resten och har
potentialen V' =1, medan V = 0 i 6vrigt pa plattan.

Det vill saga: 16s Dirichletproblemet

AV =0 da —oco <z <ooochy>0,
1 da <
V(:E,O):{ o lel<a,

0 da |z]|>a,
V(x,y) = begrédnsad da — oo < x < oo och y > 0.

Hérled en formel for elektrostatiska potentialen V' (z,y) ovanfor halv-
planen {(z,y) € R? | x < —1}, {(z,y) € R* | x > 1} och halvcylindern
{(z,y) € R? | 2> + 3?> = 1 och y > 0}, om V = 1 pa halvcylindern och
V = 0 pa planen.

Det vill saga: 16s Dirichletproblemet

AV =0 da y>0ocha?+9y*>1,
V(z,00=0 da z < —1ochz>1,
Vir,y)=1 da 2*+y*=1ochy>0,
V(x,y) = begrinsad da y > 0 och 22 + ¢ > 1.

Bestéam den elektrostatiska potentialen V' (z,y) i rummet mellan planen
{(z,y) € R* | y =0} och {(z,y) € R? | y = 7} om V é&r lika med 0 pa
den del av dessa plan dar z > 0, och V' ar lika med 1 dar z < 0.

11



Det vill saga: 16s Dirichletproblemet

(AV =0 da —oco<x<ooochO<y<m,
1 da <0
Vw,m) = L
0 da x>0,
1 da <0
V(z,0) = Trss
0 da x>0,
\V(x,y):begréinsad da —co<xr<oooch0<y<m.

58. Los foljande Dirichletproblem:

(AH =0 dd 0<z<m/2ochy>0,
H(0,y)=1 da y >0,

H(m/2,y) =0 da y>0,

H(z,0)=0 da 0<z<m/2
\OSH(x,y)gl da 0<zx<m/2o0chy>0.

59. Bestam temperaturen T'(z,y) i 6vre halvplanet {(z,y) € R? | y > 0}
om T'(z,0) = —1dax < —1, T(z,0) = 1 da = > 1 och randstycket
{(z,y) e R? | =1 < x < 1 och y = 0} &r vérmeisolerat.

Det vill saga: 16s problemet

(AT=0 d&d —oco<z<ooochy>0,
—1 da < —1
T(z,0) = Ce
+1 da z>1,
So(x,0)=0 da —1<z<l,
| T'(z,y) = begrdnsad da — oo < z < oo och y > 0.

60. Los foljande problem:

(AH =0 da 0<vy<uz,
H(z,z) =C, da x>0,
%(x,y)zo da 0<z<1,
H(z,0) = Cy da x>1,
H(z,y) = begrdnsad da 0<y <.

12



61. Los foljande Dirichletproblem:

AH =0 da 2?2 +4+92>1,
H(z,y) = C, da 22+ y?>=1ochy >0,
H(z,y) = Co di 2?2 +y*=1o0chy <0,

H(x,y) = begrinsad da 22 + ¢y > 1.

62. Los foljande Dirichletproblem:

AH =0 da z>0och (z—3)*+y*> 1
H(0,y) =0 da y #0,

H(z,y) = 100 da (z—3)*+y* =1 och (z,y) # (0,0),
H(xz,y) = begrinsad da x> 0och (z—3)*+y* > 1.

63. Los foljande Dirichletproblem:

AH =0 da 22+ 9y’ <loch0<y<u,
H(z,00=0 da 0O<z<l,

H(z,y)=2 di 2*+y?>=1loch1/vV2<uz<]1,
H(z,y)=1 di y=zo0ch0<x<1/V2

13



©

10.
11.

12.

71-63¢

a) Tz

(
(b

—9+5¢

(c
(a
(b
(c

13

z

)
)
) =8+l4i,
)
) 2
) 16

osning saknas

Detta kallas for parallellogramlagen.
Pythagoras = OK.
Likhet da |Re z| = |[Im z|.

(a) 1resp. —7/3,

(b) 8 resp. 37/2,

(c) v/2/32 resp. /4,

(d) 1 resp. m/3,

(e) 1 resp. 5m/6,

(f) 2cos(¢/2) resp. ¢/2,

(g) 4| cos(¢/2) cos ¢| resp. 3¢/2.

Prova med geometriska serien!

. Titta pa lamplig cirkelbage!

(a) 2, = V26655 med n = 0, +1, +2.
(b) 2z, = €¥"™/°> med n = £1, £2.

Betrakta beloppen!
(e), (f) och (g) &r doméner; bara (g) &r enkelt sammanhéngande.

(a): mittpunktsnormalen; (b) och (c): rédknal

14



13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Tolkning: Funktionen w = (z — a)/(1 — az) avbildar insidan av en-
hetscirkeln pa sig sjalv, avbildar enhetscirkeln pa sig sjilv och avbildar
utsidan av enhetscirkeln pa sig sjilv, alltmedan punkten z = a inuti
enhetscirkeln flyttas till w = 0.

(a) Cirkeln u? + (v —a/2)* = (a/2)?,
(b) cirkeln (u — 5%5)* 4+ v? = (CQ_LTZ)2,

1
or”

(c) réta linjen Rew =

z? ar analytisk i hela planet, medan (x—iy)/(z*+y?) = 1/2 ar analytisk
da z # 0.

Med C' = en godtycklig reell konstant fas foljande svar:

(a) f(z)=1—(—=1+42i)z+iC,
(b) a=—1och f(z) = ze* +iC,
(¢) f(z) =2logz+ (1 —2i)z+iC,
(d

) ar ej realdel till en analytisk funktion.

C

Kedjeregeln!

Ag(z) +h(y) =0 <= ¢"(x) +h"(y) =0 <=
g"(x) = —h"(y) = konstant, och sa vidare.

z = In|§ + 2n7| + i(£F + 2mm) med plustecken om n > 0 och mi-
nustecken om n < 0.

a) Cirklar omkring origo, respektive stralar fran origo,

(
(

(c) ovre halvplanet {w € C | Imw > 0},

b) spiralen t — e’(cost +isint), dar t = Rez = Im z,

a) {weC||w| <1och0<argw < m/2},

)
)
)

d) {weC||w|>1ochf<argw <.
)

b) {w€C||w]>1ochﬁ<argw<’y}
)

(
(
(
(

a) e (11207 cog(Inv/2) + i e FT2 gin(Inv/2), n=0,+1,42,...,

15



23.

24.
25.

26.
27.

28.

(b) 7 +3) cos(In(x|2n + 1)) + @ e @ +2) sin(In(7|2n + 1)) med
plustecken om n < —1 och minustecken om n > 0, n,m =

0, 41,42, ...
x = —% . ﬁ%ﬁj med m och n valda sa att x > 0, det vill sdga m > 0

ochn < —1,eller m < —1ochn>0.
2 =255 . evi T med = 0, 41,42, . ...
z=(n+3)m+ In3,

_ (An+)7
Z=1"%

)
)
(¢) z=(2n+ 3)m +£4In(10° + /106 — 1),
)
)

darn =0,£1,4+2,....
z=2nm —1In2, darn =0,£1,£2,....

sin z ar reell f6r Im z = 0 och for Rez = (n + ), imaginér for Re z =
nm; cos z ar reell for Im z = 0 och for Re z = nm, imaginar for Rez =
(n + %)TF; tan z ar reell for Im 2z = 0 och imaginar for Rez = &7, dar
n=0,+1,+2 ...

(a) Pa den i forsta kvadranten beldgna bagen av ellipsen

<00:hc>2 + <si1:hc>2 =L

respektive pa bagen av samma ellips i hogra halvplanet, respektive
pa hela ellipsen;

(b) pa ellipsen ovan, genomlopt oéndligt manga ganger.

29. Bildmangderna blir foljande vinkelrum:

16



32.
33.
34.

35.

36.
37.
38.

39.
40.

ellipsen (“T”)2 + (2)2 =1

- 2 3\2 _ 1
c) cirkeln u® + (v —3)* = 7,

’

—
@D
—
Qo
=+
®
=

=,
@D
=
IS
I

N[

i. vinkelrummet {w € C | 2¢; < argw < 2¢»},

ii. cirkelsektorn {w € C | 2¢; < argw < 2¢, och |w| < r?};
avbildningen ar inte konform da z = 0,
(c) bildméangderna blir det omrade i 6vre halvplanet, som ligger under
parabeln {(u,v) € R* | u = ¢* — (%:)2}, respektive omradet till
véanster om parabeln {(u,v) € R? | u = ¢? — (£ )2}

wslut(2) = _Z\/ga
) = —iV/5.

wslut(%) = _\/Li

\)

Wslut (

(a) Translation med a,

(b) vridning med arga och skalning med |a| (d.v.s. férminskning om
la| < 1, foérstoring om |a| > 1),

(c) spegling i enhetscirkeln foljd av spegling med avseende pa reella
axeln.

Rékna rakt fram!
Uppenbart for (a) och (c); rdkning = sant dven for (c).

Eftersom man vet att bilden blir en cirkel eller en rat linje racker det
att satta in tre punkter.

{fweC||lw+1/2]>1/2,—1 < Rew < —1/2 och Imw < 0}.
e z-1

YT LTy

dar 6 ar en godtycklig reell konstant.

17



41.
42.
43.

44.
45.
46.
47.
48.

49.
50.

o1.

02.

93.
54.
99.

Raknal

Réaknal
Till exempel
(21)? 43— 4i
w= 1)\2 .
Till exempel R - (2 + \/g) iiifjg-

Pa {w e C|Rew > 0,w # +i}.

Till exempel w = 4(1 — i) (5 + 2).

Arean ar lika med m — 2.

2243—4i
2243445 "

Ja, till exempel w =

Inre radien blir %5

Till exempel

Principalgrenen av w =i,/1 — é

En konform avbildning som gor detta ar

I+ (G
(=

dar man tar principalgrenen av potensfunktionen.

w=1e

w = icoth(mwz/2).

)4/3
)4/37

Den elektrostatiska potentialen da y > 0 blir

1
V(z,y) = - (arccot i
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96.

S7.

58.

99.

60.

61.

62.

63.

Den elektrostatiska potentialen ges av

1 -1 1
V(z,y) =— (arccot Y — arccot Ut ) ,
T

v v
dar r
_ oz z%+yP+1
u = 5 2+y2 Y
v = Y. PHy—
2 x2+y2
Den elektrostatiska potentialen blir

1 e“cosy — 1 e* cos 1
V(z,y) = — (arccot OBV " arceot —y+> :
T er sy er sy

Far

2 tanh
H(m,y):; arctan( atl y)’

tan x

som tar varden mellan 0 och 1.

Temperaturen blir

T(z,y) = % arcsin (% <\/(:E + 12492 —/(z—1)? —l—y2>) :

Far
2(Cy — C 1
H(z,y) :M arcsin (5 (\/(xQ — 2 4+ 1) + 4222
s
—/ (2% — 2 — 1) +4x2y2>>+02.
Far oo , o
H(%y)zgarc‘can Y 1t 2
x2_|_y2_1 2
Far 100
T
H
Far
1 A1V 2 2t +1
Hiz,y) = org <(z4 - 1> - 1) o (24_ 1) :
dar z = x +1y.
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Ledningar

10.

11.
12.

13.

Forlang forst med namnarnas konjugater.
(b), (¢) T.ex.: konjugera ekvationen, och eliminera z sedan.

I en parallellogram ar summan av diagonalernas kvadrater lika med
summan av sidornas kvadrater.

. Rita triangeln. Pythagoras ger (21 — 23)(z1 — Z3) + (22 — 21)(22 — 1) =

(23 — 22)(Z3 — Z3), och sa vidare.
lz| = |y])? > 0 ger att 2|z||y| < |z|* + |y|?, vilket i sin tur ger att
[ +1y)* < 2(J=]* + [y[*).

f) Figur eller rikna: €@ + 1 = e'®/2(e9/2 4 e719/2) = €9/2 . cos(¢/2).
g) l+z+22+23 = (1+2)(1+2%) = (1+€“)(1+¢e*9), och sa vidare.

(
(
(
(

Y7 sin(2j — 1)z = Im (E}Ll ei(2j—1):v> _

Im (e"(1+ e + .-+ e®=27)): summera sedan detta med hjélp av
geometriska serien.

|1 — ¢o| = lingden av den bage pa enhetscirkeln som gar mellan ¢
och ez,

(b) Geometriska serien visar att 1+ 2z +4---+2* = (2°—1)/(z — 1) da
z # 1.

Far |z +i|" = |z — ¢|", vilket &r ekvivalent med att |z +i| = |z — i], sa
att z ligger pa mittpunktsnormalen till punkterna ¢ och —i.

Rita figur, sa blir allt uppenbart.

(a) {|z — z1] = |# — 22|} Ar mittpunktsnormalen till stréickan mellan z;
och z,.

(b) Kvadrera, sitt in |z — 2;]? = (z — 2;)? 4+ (y — y;)* for j = 1,2 och
rakna som besatt.

(a) |z —a]* < |l —az]? < (2 —a)(z—a) < (az —1)(az — 1) vilket
sa smaningom ger att |z| < 1.
(b), (c): analogt.
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14.

15.
16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

(a) a=TImz=Im+ = "= = v’ + (v —a/2)* = (a/2)*.

) [1/w—cl=r < |cw—1*=7r*|w]® < (cu—1)*+ c*? =
r?u? + r?v?, vilket efter forenkling ger cirkeln

2 2
¢ +v? !
u — v = .
02—7”2 02—T2

() |T/w—=r|=r <= [1—rw|=rjw| <= |lw—1/r|=|w—-0| <

Rew = 2i
T

Anvénd Cauchy-Riemannekvationernal

Laplaces ekvation visar att (a) ar OK, (b) & OK om a = —1, (c)
ar OK om (z,y) # (0,0), medan (d) inte kan vara realdel till en
analytisk funktion. I fallen (a), (b) och (c) bestdms den analytiska
funktionen genom okularbesiktning, eller genom att integrera Cauchy-
Riemannekvationerna.

Differentiering av o = rcos# och y = rsinf ger

dr = cosf - dxr +sinf - dy N a%:cosﬁ-%—g-%
= —302 . ds 4 =2 gy 2 —sing. £t g
0=Au=4g"x)+h"(y) <= ¢'x) =a=-h(y <= J(z) =
ax + b, W(y) = —ay + ¢, och sa vidare.

e =w=—=e"=1 < w=1logi=1i(n/2+4+ 2n1) = 2z = logw =
log (i(7/2 + 2nm)); se pa fallen n > 0 och n < —1 var for sig.

(a) w = e® - e, dar x respektive y ar konstant.
(D) 2z =2(1 +1i) = w = ) = ¥ . i,
(¢), (d): undersdk hur randen avbildas!

Observera att z +— iz innebér en vridning med vinkeln 7/2. Avbilda
de vridna halvbanden som vanligt med exponentialfunktionen.

(a) eilog(1+i) — 6i(ln V2+4i(m /44-2nT)) och sa vidare.
(b) eilog? = gilogli(m/2+2nm). hetrakta fallen n > 0 och n < —1 var for
sig.
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23.

24.
25.

26.
27.
28.

29.
30.

(_:L.)fx — ef:trlog(fx) — efx(lnx+i(7r+2nﬂ')) — g~ Tz, 67ix(2n+1)7r rent ima-
gindr = cos((2n + 1)mx) = 0.

Logaritmera forst till exempel.
(2) Ho

(b) Ekvationen #r ekvivalent med att e** =i -e7%; 16s €3 = i.

(c) sinz = 1000 <= €'* — e * = 2000 <= andragradsekvationen
(€)% — 20007 ¢”* — 1 = 0; 16s dennal!
(

(

2i = tanz = = e?* = —1/3, och sa vidare.

d) cosz =1,25 <= €% + e ¥ = 2.5, och sa vidare.

e) e — e = —10 = med w = € att w? — 1 = —10w. Detta ger
att w = —5 £ /26 = €*. Tag log o.s.v. Far tva svar beroende pa att
—5+26 > 0, medan —5 — V26 < 0. Facit ar faktiskt korrekt — efter
kontroll.

2=cosz+isiny =e¥ <= iz=In2+i-2nw
sin z = sinx - coshy + ¢ cos x - sinh y, och sa vidare.

(a) u+ iv = sin(x + ic) = sinx - cosh ¢ + i cos z - sinh ¢ ger att

. v
sinx = COST = — ;
cosh ¢’ sinh ¢’
trigonometriska ettan ger sedan att
u? v?

= 17
cosh’c ~ sinh?c

dar 0 < u < cosh c. Detta ar en del av en ellips.

(b) Ellipsen i (a) genomléps oéndligt manga ganger.

Rita omradet i z-planet, och undersok hur randkurvorna avbildas.

(a)PaCary=1—-a,saw=u+iw = (r+iy)? = (z+i(l—2))?
vilket ger att u = 2z — 1 och v = 22 — 22?. Elimination av z ger till
slut en parabel.

(b) 2 =2+ €% ger att w = — ). hyfsning av detta
ger att u = —(7 4+ 8cos @) och v = 4sinf. Elimination av § med hjilp
av trigettan ger sa smaningom en ellips.

iz—2 2+iw _ 2+i(utiv)

() w= "% <= z=70 = Gty - magindrdelen av detta

uttryck lika med 0 ger u? +v* — 3v +2 = 0, d.v.s en cirkel.

2(1-22) _ (24€9)(—=3—2¢%
2 - et
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31.

32.

33.
34.
35.
36.
37.

38.

39.

(d) w=24 = 2= 2| =1 <= |w—4i| = |w— 2i], som
betyder mittpunktsnormalen till punkterna 4i och 2z, d.v.s. rata linjen
Imw = 3.

(e) z =€ dir 0 < § < 7, ger att

1 1 e~ cosf — 1 sinf

1 _ oi20 020 _ | et — o—if 2isinf

varfor u = 1/2 och v = cot 6/2.

(b) argw = 2arg z.
(¢) Ga pa randkurvorna.

w = /|1 — 22|eiare(i=2)+arg(1+2)). titta pa hur arg(1 — z) och arg(1 + 2)
varierar.

Analogt med foregaende tal.

W= 2% = e?logz — ez(ln\z|+iargz) — OK.
Se facit.

Rattframt.

Uppenbart for translationer, vridningar och skalningar. Rakningar —>
sant for w = 1/z ocksa.

Vet att bildfigurerna blir cirklar eller rata linjer. I (d) skickas z = i till
w = 00, sa bilden blir en rat linje.

Hoérnpunkten z = 1 pa {|z| = 1} och |z — 1/2| = 1/2 avbildas pa
w = 00, sa cirkelbagarna avbildas pa réta linjer. Eftersom w = 1/(z—1)
avbildar reella axeln pa sig sjalv och cirkelbagarna ar vinkelrdta mot
reella z-axeln, sa blir bildlinjerna vinkelrdta mot reella w-axeln.

w+1l (u+l)+w w0’ +u—w
wo w42 N u2 + v2

z =1y =

ger att u? + v +u = 0, vilket visar att {(z,y) € R* | z = 0 och 0 <
y < 1} avbildas pa en bage av cirkeln (u — 1/2)? +v* = (1/2)%
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40.

41.

42.

43.

44.

0 och oo ér spegelpunkter till {|w| = 1}; eftersom z = 1 skickas till
w = 0 maste spegelpunkten till z = 1 m.a.p. {|z — 5| = 2} skickas till
0o. Man ser latt att den senare spegelpunkten ges av z = 4, sa

z—1
z—4’

z=T7= w = 2c, sa for att fa rétt radie maste |c| = 1/2.

w=-c dar c ar en lamlplig konstant.

Nagon punkt zp i 6vre halvplanet maste skickas till w = 0, och da
maste dess spegelpunkt Z; m.a.p. reella axeln skickas till co, som ar
spegelpunkten av 0 m.a.p. enhetscirkeln.

2o skickas till w = 0 = spegelpunkten 1/Z, skickas till co, vilket ger
Mobiusfunktionen

Z— 2 _ Z— 2 Z—Z0

W =c———F = —C% = :

Z—l/io 01—202 1—202
Da|z|=14ar1/z=Zoch |z — zo| = |1 — 20/2| = |1 — 20Z| = |1 — Zo2|,

vilket betyder att |z| = 1 = |w| = 1 precis nér |k| = 1.

Skicka t.ex. hornpunkterna z = —1 och z = 1 i cirkeltvahorningen till
w = 0 respektive w = oo genom w; = (z + 1)/(z — 1). Kontrollera
att bildmangden i wy-planet blir tredje kvadranten, och avbilda sedan
denna pa 6vre halvplanet genom wy = w?. z = (1 +4)/2 kommer da
att skickas till wy = —3 + 44. Standardavbildningen av 6vre halvplanet
pa enhetsskivan ger till slut

w2+3—4z’
W= —————-—:.

De koncentriska cirklarna har 0 och co som gemensamma spegelpunk-
ter, sa maste hitta gemensamma spegelpunkter till de excentriska cirk-
larna, och sedan skicka de senare till 0 respektive co. Klart att gemen-
samma spegelpunkter till {|z — 1| = 1} och {|z] = 4} maste ligga pa
positiva reella axeln; om de kallas for a och b, sa sager spegelpunktsvill-
koren att (a—1)(b—1) = 1 och ab = 4%. Harur 16ses a och b till 8+4+/3,

och - (5 — 4v3)
- (844V3)

Villkoret |w(4)| = R visar sedan vad ¢ kan vara.

dar ¢ = lamplig konstant.
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45.

46.

47.

Undersok hur randstyckena avbildas. x = 0 och y avtagande fran +oo
till —oco ger
w = tan(iy) sin(i.y) i sinhy.
cos(iy)  coshy

Harur foljer att u = 0 och v = tanhy = (€2Y — 1)/(e?* 4 1), som avtar
fran v =1 till v = —1.

Da x = m/2 och —oco < y < 0 respektive 0 < y < oo &r
sin(m/2 + iy) coshy

p— t 2 ) = g .
w = tan(r/2 +iy) cos(m/2+1iy)  —isinhy

Det vill sdga u = 0 och v = (e* + 1)/(e®* — 1). Da y vaxer fran —oo
till 0, avtar v fran -1 till —oo; nér sedan y véaxer fran 0 till +oo avtar
v fran +oo tiil 1.

SLUTSATS: Imagindra axeln genomlops uppifran och ner, och bild-
omradet blir hogra halvplanet.

Borja med att skicka cirklarnas gemensamma punkt z = 2 till w; = oo
genom w; = 2%2 Denna funktion avbildar den reella axeln pa sig
sjalv, och eftersom cirklarna ar ortogonala mot reella axeln i z = 2
sa avbildas dessa pa rata linjer i wi-planet som ar ortogonala mot
reella wi-axeln — d.v.s. parallella med imaginara wi-axeln. Insattning
av punkter visar att bilden av ursprungsomradet blir bandet {1/4 <
Rew < 1/2}. Translatera detta band sa att det kommer att ligga
symmetriskt omkring omkring imaginéra axeln, vrid med vinkeln —7 /4,
och multiplicera med en lamplig reell konstant for att fa ratt bredd.

Omradet i zy-planet dr {—z <y < z och > 0}.

z—1 w41 i 1 —u? —v?+ 2w
w = <~ = — I 1Y =
z+1 —w+ 1 Y (u—1)2+12

Say=a2>0=1—u?>—12v%=2v, med v > 0: cirkeldel. P4 samma
satt ger y = —x < 0 cirkeldelen —1 4 u? + v? = 2v, med v < 0. Sokta
arean ar tva ganger arean av den 6vre delen, vilken &r skillnaden mellan
ytan av en cirkelsektor med vinkeln 7 /2, radien v/2 och en triangel vars
yta ar % =1.
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48.

49.

50.

ol.

52.

Positiva reella och imaginara axlarna utgor randen till den forsta kvad-
ranten, och denna rand ska avbildas pa enhetscirkeln {Jw| = 1}. Sa
uppgiften ar ekvivalent med att avbilda forsta kvadranten konformt pa
enhetsskivan sa att w(1 + 2i) = 0.

Borja med att avbilda forsta kvadranten pa 6vre halvplanet genom
wy = 2%, Da blir wi(1 + 2i) = —3 + 44, med spegelpunkten —3 — 4i
m.a.p. reella wi-axeln. Avbilda sedan vidare till enhetsskivan genom
att skicka spegelpunkterna —3 + 47 och —3 — 44 till w = 0 respektive
w = oo med en Mobiusfunktion.

Jamfor med tal 45. De bada cirklarna har 3 (913\/_ ) som gemensamma
spegelpunkter, varfor avbildningen ges av

— 1(9—3/5)
— 194 3V5)

D[ (D=

Villkoret |w(3)] =1 ger att ¢ = 3+2‘/5. Inre radien ges sedan av |w(0)].

wy = 2" ger 6vre delen av enhetsskivan, wy = “’1“ T ger tredje kvadran-
ten, ws = w3 ger 6vre halvplanet, och till slut ger w = 4 +Z enhetsski-

van.

Cirkeltvéhérning Skicka t.ex. z =i till w = 0 och z = 0 till w = o0
genom wy; = . Detta ger wi-planet uppskuret langs negativa reella
axeln. wy = \/_ ger hogra halvplanet. Vrid med i = ¢™/2 for att fa
ovre halvplanet.

Cirklarna skdr varandra i 1. Skicka 1 till 0 och —1 till co genom

wy = bilden av ytteromradet blir da {—37/4 < argw; < 37/4}.

z+1 )
Fall ihop vinkelbenen med wy = wf/ ’

langs negativa reella axeln.

Nu ar det enkelt att avbilda det yttre till slitsen {Imz =0 och —1 <
Re < 1} pa (-planet uppskuret langs negativa reella axeln — ty tag
¢ = . Inversen z = 1%4 avbildar darfor det uppskurna (-planet pa
ytteromradet till slitsen i z-planet.

Sa satt till slut w = }*f
2

, sa att du far wo-planet uppskuret
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53.

o4.

59.
56.

57.

98.

59.

wy; = —7z ger halvband i tredje kvadranten, som standardmassigt av-
bildas pa nedre halvan av enhetsskivan genom wy = e"*. Vridning med
vinkeln 7/2 ger sedan det sokta omradet; ren tur gor att de tre villkoren
automatiskt ar uppfyllda.

Vrid ett halvt varv och oka bredden till m genom w; = —mz. Fortsatt
med wy = e*!, sa fas nedre halvan av enhetsskivan. Skicka hornpunkt-
erna till 0 respektive oo genom ws = ZQ—E, varvid bilden blir andra
kvadranten. Vridning med —7/2 ger till slut
. A T o A
W=y = e Sy = i coth >

Losningen blir < (arg(z — a) — arg(z + a)).

Joukowskifunktionen w = (24 1) aterfor detta problem pa det forega-
ende, med a = 1.

Exponentialfunktionen w = e* ger samma problem som tal 56 (med
a=1),saatt V== (arg(w—1)— arg(w +1)).
w = sin z avbildar halvbandet pa forsta kvadranten, med H = 0 pa
positiva reella axeln och H = 1 pa positiva imaginédra axeln, varfor

2 2 Im sin z 2 (tanh y)

H = —argw = —arctan ——— = --- = —arctan
s T e sin 2 s

tanx

Vet att w = sin z avbildar halvbandet {—7/2 < Rez < 7/2, Imz > 0}
pa ovre w-halvplanet. Sa inversen w = arcsin z Overfor vart problem
till att bestimma T sa att AT =0 da {—7/2 < u < 7/2 och v > 0},
med T'=—-1da {u=—n/20ochv >0}, 0T/0v=0da {—7/2 <u<
/2 och v =0} samt T'=1da {u =7/2 och v > 0}.

Ansatsen T' = au+b gor att 0T'/0v = 0 automatiskt; de andra villkoren
ger att a = 2/m och b = 0, sa att

2 )
T = — Re arcsin z.
T

Och vad ar da Re arcsinz? Jo, w = arcsinz <= 2z = sinw, d.v.s.
x + 1y = sin(u + iv) = sinu cosh v + i cos usinh v, eller

{x = sin u cosh v,

y = cos usinh v,
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60.

61.

Réttframma rakningar visar nu att (z +1)*+y* = (cosh v +sinu)? och
(r — 1) + y? = (coshv — sinu)?, sa att

coshv +sinu = /(z + 1)? + 2,
coshv —sinu = /(z — 1)2 + y2

Hirur ser man att 2sinu = /(z +1)2 432 — /(z — 1)2 + y2, vilket
till slut visar att

u = Re arcsin z = arcsin (% (\/(g; +1)2+ 92— \/(x —1)2+ yz)) .

Kvadrera for att fa forsta kvadranten, d.v.s. sitt w; = 22. Genom

w = 2 arcsinw; = 2 arcsin 2% (jamfor med foregaende tal) Gvergar ur-
sprungsproblemet till foljande:
AH =0 da0<wu<1ochwv>0,
H(0,v)=C, dav>0,
9H(y 0)=0 da0<u<]l,

ov
H(]_,’U):CQ da v > 0,

med losningen
2
H= ;(CQ — () Re arcsin(z?) + Cs.

Jamfort med foregaende tal ska alltsdé z = x + iy bytas mot 2?2 =
2% — y? + 1 - 2zy i slutsvaret, d.v.s. & byts mot 22 — y? och y mot 2zy.

Rata ut genom att skicka z =1 till w = 0 och z = —1 till w = oo med
hjalp av w = z:, da far vi hogra w-halvplanet med H = C pa positiva
v-axeln och H = Cy pa negativa v-axeln. Eftersom arg(u + iv) =

arctan + 1 hogra halvplanet, med

w/2  pa positiva v-axeln,

arg(u + iv) = {

—m/2  pa negativa v-axeln,

sa far man losningen

H = M arctan (E> +

™ u

C1+ Gy
2 )
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62.

63.

dar
GRSV GRSV

Randen bestar av y-axeln och cirkeln {(z — 1)* + y* = 1}. Réta ut
genom att skicka den gemensamma punkten z = 0 till w = oo; lat oss
ocksa skicka z = 1 till w = 0, d.v.s. sitt w = ZT_I Bilden i w-planet
blir bandet {0 < u < 1}, med H = 100 da w =0 och H =0 da u = 1.

Losningen blir da uppenbarligen

—1 1
H =100(1 —u) = 100 (1—sReZ ) 00

z x4y
Avbilda pa 6vre delen av enhetsskivan (= cirkeltvahorning) genom
w; = z*. Om hérnpunkterna —1 och +1 skickas till w, = 0 respektive
Wy = 00 genom wy = ”“w”iﬂ, sa blir bildomradet lika med tredje kvad-
ranten. Vridning med vinkeln —7, d.v.s. w3 = e wy = —wy ger forsta
kvadranten, varefter kvadreringen

ger ovre w-halvplanet, med

2 da u <0,
H(u,0) =<1 dal0<u<l,
0 da u > 1.

Déarmed blir

1 1
H=—arg(w—1)+ —argw
7r m

1 241\ )2 241
=—ar — —ar .
T & 24 -1 T & 24 —1
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