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Tack!
Ett antal personer har sett och kommenterat en forsta preliminér version av
detta kompendium. Speciellt har jag mottagit manga och virdefulla syn-
punkter fran Eike Petermann — bland mycket annat har Eike lart mig det
eleganta geometriska beviset for satsen om Apolloniska cirklar.

Observera att en hel del av det som gas igenom i borjan — det allménna
funktionsbegreppet, komplexa tal, m.m. — finns i Eikes bok Analytiska meto-
der II, som darfor varmt rekommenderas som en bredvidlasningsbok.

Alla ni andra som har synpunkter (positiva eller negativa): hor av er till
e-postadressen

olles@math.kth.se

Olle S.




1. Inledning

Syftet med den har kursen &r att vi ska bekanta oss med och tappa respekten
for kompleza tal och komplexvirda funktioner av en komplex variabel, samt
inse att de senare ar valdigt anvindbara nir man vill hitta l6sningar till
Laplaces elvation med foreskrivna randvillkor.

L&t oss i denna inledning ge en kort sammanfattning av innehallet. Det dr
naturligtvis inte meningen att du skall forsta allting nu — men férhoppnings-
vis ska allting klarna efter genomgangen kurs!

Tidigare i matematiken har vi st6tt pa olika typer av funktioner — t.ex.
envariabelsfunktioner y = f(z), flervariabelsfunktioner som z = f(z,y), och
allmannare vektorvarda funktioner av flera variabler:

Y1 f1(371,...,£1,’n)

Ym fm(@r, . Tn)
Ett intressant specialfal av den sista typen &r linedra funktioner fran R” till
R™, vilka som bekant ges av m x n-matriser:

Ty a1 ... Ain T U1

Tn Ami -+ Omn Ty Ym,

Hér betecknar R méngden av reella tal (eller tallinjen), och R* = Rx--- xR.
Pa motsvarande satt betecknar C mangden av kompleza tal eller det kompleza
talplanet: C = {z = v+ 1y | z,y € R}. Vi har en naturlig identifikation
C = R? pa si satt att det komplexa talet z = z + 4y identifieras med den
reella vektorn (z,y) € R

I den har kursen studeras komplezvdrda funktioner av en komplex vari-
abel: w = f(z), dér alltsd 2z = x + 1y och w = u + v &r kompleza variabler.
Om f:s definitionsomrade dr = D C C har vi saledes

c.opla,
z—w= f(2).

Om z-planet C, identifieras med det reella zy-planet R;, och w-planet C,
med uv-planet Ry, , s& kan vi lika bra uppfatta f som en reell avbildning

R, oD LR,
(z,y) = (Re f(z,y),Im f(z,y)).




Lat oss som ett enkelt exempel betrakta funktionen w = 22, eller u + iv =
(x +1y)? = 2% — y*® + i 2oy — det vill siiga

u=Re w=Re(2?) = 2% — 92,

v=Imw = Im (2?) = 2zy.

Detta betyder att w = 22 ar ekvivalent med den rent reella avbildningen

RZ, — Ry,
("1;7 y) = (u7 U) = (mz - y2a 2$y)'

SLUTSATS. Varje komplezvdrd funktion av en komplez variabel kan upp-
fattas som en reell avbildning fran ett reellt plan till ett annat.

P& det viset avmystifieras begreppet komplex funktion fullstindigt. Men
ett annat problem uppkommer: varfor insistera pa att anvinda komplexa tal
z =z + 1y € C i stéllet for reella vektorer (z,y) € R??

En forklaring ar att vi vill att vara funktioner w = f(z) ska vara deriver-
bara med avseende pa den komplexa variabeln z, d.v.s. vi vill att

T A0 Az

ska existera for alla z i f:s definitionsomrade. Detta visar sig vara ekvivalent
med att de reella funktionerna u = Re f(2) och v = Imf(z) ska uppfylla
Cauchy-Riemannekvationerna .

ou_o0 ou_ o
oz 0Oy 0Oy Oz’

— ett krav som inte kinns fullt s& naturligt. Sa darfor kan det trots allt
vara enklare att tdnka pd f(z) som en funktion av z snarare &n som en reell
avbildning (z,y) = (Re f(z,y),Im f(z,7)).

Harnast ska vi se att

de elementdra funktionerna (d.v.s. polynom, rationella funktio-
ner, €, Inz, sinz, cosz, arcsinx etc.) ENTYDIGT kan fortsdt-
tas fran x-azeln dtminstone en bit ut ¢ det kompleza planet som
deriverbara komplexa funktioner.




Tack vare detta kan vi klara upp diverse oklarheter fran den reella analysen.
T.ex. vet vi att

oodt T dt
arcsin x = och In(z+ V1+ z? :/ e
[ 7= VIS = | e
vilket verkar wvdldigt konstigt eftersom hogerleden &r praktiskt taget lika,
medan vansterleden ar radikalt olika. Eller?
Accepterar vi komplexa tal kan vi byta —t2 mot ¢? genom substitutionen
t — it, och erhaller da

abrcsin:z:—/m di —{s—z't dt——ids}—/iz_—_igf_
0 \/1—t2 ’ 0 ‘/1+82
=—1 = —iln(iz + V1 — z2).
/0 V1+t2 ( )

Vi ska senare se att for godtyckliga komplexa z giller det faktiskt att

arcsin z = —ilog(iz + V1 — 22).

S4 i sjalva verket kan arcsinusfunktionen uttryckas med hjélp av rot- och
logaritmfunktionerna — fast det ser man inte i den reella varlden.

En annan marklighet i den reella analysen ar att den ”trigonometriska
formelskatten” bortsett frdn vissa teckenindringar galler aven for de hyper-
boliska funktionerna, trots att de senares grafer ser helt annorlunda ut an de
trigonometriska funktionernas. Forklaringen till denna egendemlighet ar att
trigonometriska och hyperboliska funktioner ur komplex synvinkel dr prak-
tiskt taget identiska:

1 . : 1, . .
sinz = Z(ew —e™¥), cosz= i(e” + %),

respektive
. 1 _ 1 _
smhz:i(ez—e %), coshz = 5(6z+e .

SLUTSATS. Man forstdr manga reella funktioner mycket biittre om man

kidnner till motsvarande komplexa funktioner.




Enklaste sittet att forsta en reell funktion y = f(z) ar att rita dess graf
{(z, f(z)) € R?} — eller hur? Tyvarr ar det dock svart att forsta grafen av
en kompler funktion w = f(z), eftersom

graf (f) = {(z,y,Re f(z,y),Im f(z,y)) | (z,y) € f:s definitionsomrade}

ar en reellt 2-dimensionell yta i det 4-dimensionella zyuv-rummet. Som ett
substitut for grafen brukar man i stéllet undersoka hur f avbildar olika figurer
eller omraden i z-planet. D.v.s., givet olika figurer A;, A, ... i 2-planet, vad
blir deras bilder B; = f(A;), B = f(As), ...1 w-planet under avbildningen
w = f(z)? Om A; o.s.v. &r tillrackligt representativa, s& kan detta ge en god
inblick i hur w = f(z) fungerar.

Lat oss till slut betrakta ett rent reellt problem som dyker upp i diverse
tillampade dmnen — ndmligen det s.k. Dirichletproblemet.

Lat D vara ett sammanhéngande och enkelt sammanhingande omrade
i zy-planet med randkurvan 0D. Vi sbker en reell funktion g(x,y) som
uppfyller Laplaces ekvation med givna randvillkor:

2 2
g;% + g—yg =0 for alla (z,y) € D,

9|5p = given styckvist kontinuerlig funktion.

Exempelvis uppfyller den elektrostatiska potentialen Laplaces ekvation i ett
laddningsfritt omrade, och om temperaturen dr tidsoberoende sa uppfyller
den Laplaces ekvation med avseende pa rumsvariablerna.

Idén bestar i att hitta en variabeltransformation .
u = u(z,y),
v =v(z,y),

som avbildar D i zy-planet pa ett enklare omrade D* i wv-planet — t.ex.
enhetsskivan eller 6vre halvplanet. Men samtidigt 4r man angeldgen om att
differentialekvationen inte ska bli krangligare i de nya variablerna. Nu visar
det sig att om u(z,y) och v(z,y) satisfierar

ou  Ov ou  Ov

g——b—:& ocC -a—y'——B;,

s& Overgdr Laplaces ekvation i sig sjilv — d.v.s., om g dels uppfattas som
en funktion av u och v, och dels som en funktion av z och y via g(u,v) =
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g(u(z,y),v(z,y)), s& &r

0?g O 0%g O%g

dz2 +8y2 0= Ou? +8v2 =0
I de nya uv-variablerna har vi ddrmed fatt ett enklare omrade D*, medan dif-
ferentialekvationen &r precis densamma. Och om D* antingen ar enhetsskivan
eller 6vre halvplanet sa kan l6sningen till Dirichletproblemet i uv-variablerna
skrivas upp explicit med hjélp av nagot som kallas for Poissons integralformel,
och sedan far vi l6sningen i ursprungsvariablerna genom att byta u och v mot
u(z, y) respektive v(z,y).

Poissons formel dr dock for avancerad for oss. Istéllet ska vi i ett antal
exempel se att att om randvardesfunktionen ar tillrackligt snall sa ar det ofta
mojligt att hitta en 16sning i uv-variablerna genom okulérbesiktning — d.v.s.
utan att behova rikna just nagonting.

Observera att de villkor som vi kravt att u och v ska uppfylla ar precis
Cauchy-Riemann ekvationerna, vilket betyder att w = u(z,y) + iv(z, y) kan
uppfattas som en deriverbar komplex funktion w = f(z). S& vart problem
bestar i att hitta en deriverbar komplex funktion w = f(z) som avbildar D
pa ett enkelt standardomrade i uv-planet. Detta &r ddrmed beslédktat med
ett problem som vi tittat pa tidigare: givet D och w = f(z) , vad blir bilden
f(D) i wv-planet?

Sa slutsatsen blir att man har stor nytta av komplexa funktioner nir man
ska, 16sa randvardesproblem foér Laplaces ekvation.




2. Komplexa tal

For att kunna forsta vad som menas med kompleza funktioner w = f(z), dér
z =z + 1y och w = u + iv ar kompleza variabler, maste man forst forsta de
komplexa talen — sa 1at oss borja med att snabbt repetera dessa.

Utgangspunkten ar att det komplexa planet C identifieras med det reella
planet R? genom att det kompleza talet z = x + iy identifieras med den
reella vektorn (eller pilen) (z,y) € R?. Nu dr R? ett vektorrum dver R i den
meningen att man kan bilda linedrkombinationer av vektorer:

(z1,91) och (zy,9;) €ER?, aoch b€ R =
a(z1, 1) + b(za,12) = (az1 + bxy, ays + bys) € R,

och denna vektorrumsstruktur arvs av C. D.v.s., om 27, 23 dr komplexa tal
och a, b ar reella tal, sa fas ett nytt komplext tal genom lineArkombinationen

azy + bza = a(xy +iy1) + b(z2 + iy2) = azy + bze + i(ay; + bys).

Men till skillnad fran R? har C dessutom en multiplikativ struktur: om z; =
x1+1y; och 2o = zo+1y- &r komplexa tal, sa fas deras produkt z; -z, genom att
anvanda ”vanliga rakneregler” tillsammans med den ovanliga regeln 2 = —1:

21 2o = (@1 +iy1) (22 + iy2) = 182 — Y1y + H(@1Y2 + Y122).

Motsvarande multiplikation for R ges alltsa av

(1, 71) * (T2, ¥2) = (122 — Y1Y2, T1Y2 + Y1T2),

— vilket verkar nagot egendomligt.

For att fi ett battre begrepp om hur multiplikationen fungerar &r det
lampligt att infora poldra koordinater, pd samma sitt som man gor i den
reella analysen.

Beloppet |z| av det komplexa talet z = z + iy = (z,y) definieras som
langden av vektorn (z,y) — vilken enligt Pythagoras ges av

2] = /22 + ¢2.

Vidare definieras argumentet arg z av z for z # 0 som mdangden av alla vinklar
fran positiva reella azeln till vektorn (z,y). Observera att om 6, ar en sddan
vinkel, sa fas alla andra genom att ldgga till eller dra ifran ett helt antal varv,
d.v.s.

argz =0p+2mn, dirn=0,%1,£2,+3,....
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Funktionen arg ar saledes en avbildning C \ {0} — R som &r ”flertydig” i
den meningen att till varje z # 0 hor odndligt manga varden arg z. En saddan
avbildning brukar kallas for en ”flertydig funktion” — trots att vi alla har fatt
lara oss att en funktion ar detsamma som en entydig avbildning.

Lat nu z = z + 1y = (z,y) vara skild fran 0, och sitt r = |z|, § = ndgot
varde av arg z:

Z=xtiy=(x%4)

A\ 4

Vi ser da att

x =rcosf,

y = rsinf,
dar det inte spelar nagon roll vilket virde pa argz som anvéands, eftersom
cos(f + 2mn) = cos @ och sin(f + 27n) = sinf. Detta ger sedan att

z=21x+1iy =rcosf+irsind = r(cosf + isinf).

Om z; = ri(cosf; + isinf;) och zp = ro(cosfy + isinfy), s& ser vi att
produkten z; - 29 blir

z1 - 29 = T179(c0s 0y + isin f1)(cos Oy + i sin by)
= 173 ((cos 8y cos Oy — sin 0y sin fy) + i(cos 6y sin By + sin 6 cos b))
= 1173 (cos(fy + 05) + isin(6; + 67)),

vilket innebar att
|21 - 22| = 1rire = |21l|22]  och att  arg(z; - 23) = arg z; + arg 2o,

dar de bada leden 1 den sista likheten bestar av odndligt manga punkter pa
reella linjen (med det inbérdes avstandet 27), och likhetstecknet tolkas som
att dessa bada punktmdngder dverensstimmer med varandra.

9




Man far alltsd produktens lingd genom att multiplicera faktorernas lang-
der med varandra och dess argument genom att addera faktorernas argument
— vilket har en lattbegriplig geometrisk tolkning.

Exempel. (0,1) =0+¢-1 =1 har lingden 1 och argumentet /2 + 27n, si

att

(0,1)=¢:1-(cos-723+z‘sin725).

Darmed blir
(0,1)> =14 =1%- (cosm + isinm) = cosm +isinm = —1+i-0 = —1,
sa fran den hir synpunkten sett ar det valdigt naturligt att 2 = —1. ELLER
HUR?
Rakneregeln
(cos B + isinby)(cos by + isinby) = cos(fy + Os) + isin(f; + 05)

paminner om en karakteristisk egenskap hos exponentialfunktionen, ndmligen

¥l . %2 — Ti1t+T2

Lat oss se att detta inte dr nagon tillfillighet! I den reella analysen har vi
sett att

[o¢} n

e* = Z r for alla z.

|
o n:

Eller om vi tar de jimna potenserna for sig, och de udda for sig:

i $2m EO‘:_: x2m+1
=) e Y .
= (2m)! = (2m+1)!
Vidare kommer vi ihdg att
o0 o0
—1)ymp2m x2m+1
CcosT = mz::O (——(—2)77—1—)3—1—— och sinz = Z 2m n 1)' for alla z.
Om vi nu brutalt sitter x = 16, s& far vi
™ imom X (0\2mel
0 __ (26) (16)
¢ “mZ::O (2m)! +Z < (2m + 1)!
i": m02m -~ (_ )m92m+1
— ol (2m + 1)!
= cos# + isin 0.
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Detta betyder att rdkneregeln ovan gar ver i

e . e = (cosf) +isinf;) - (cosfy + isinb,)
= cos(6y + 05) + isin(6; + 65)
— ei91+i92

)

vilket kanns valdigt tillfredsstallande.
Vi har darmed kommit fram till att den poldra framstdllningen av ett

komplext tal z ges av

g = [Z| . eieu'gz7

och att multiplikationen z; - 25 blir sa har naturlig:
229 = lzlleiargzl . lz2|eiarg22 — |Z1||ZQ| . ei(argz1+argz2)'
Observera att for varje heltal n ar
€?™ = cos(2mn) +isin(2mn) = 1 4140 = 1,
sa att
ei(6+27rn) — 619 . ez’27m — ela n = 0 :i:l :{:2
vilket betyder att e*®8% #r oberoende av vilket virde pa

argz =0y + 2mn, n=0,%+1,+2, ...

som anvands.
Om z = 7€¥ med r # 0 s4 blir

11 1 e® g et

z  ref e e~ ped  p

3

och harur foljer att kvoten mellan z; och 2z, # 0 blir

—16
Z1 1 ; e "2 ™ 0. _
— =z — = 7"16291 . —_ . 61(01 92),
) ) ) T2

vilket gor att divisionen av komplexa tal ocksd blir naturlig.
Om man i stallet foredrar cartesiska koordinater, sd utfors divisionen
genom att forlanga med "némnarens komplexkonjugat”:

1+ oz iy Ty — 1Yo

Ty +iys  Tot+iys Ty — il
_ TiTet+Y1Ys | . —T1Ys + Y12
Tz 4y To? +yo?
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3. Speglingar, invertering och Riemannsfiaren

For att forstd inverteringen z + 1/z geometriskt dr det lampligt att
infoéra speglingar med avseende péa réta linjer och cirklar.

Lat forst L vara en rit linje i det komplexa planet C, och 18t P, vara en
punkt utanfor L. P;:s spegelpunkt P, med avseende péa L fas genom att dra
den normal till L som gar genom P; och sedan avsitta P, pa denna normal
pa andra sidan om L sa att Py:s avstand till L ar lika med Pj:s avstidnd till

L: L

A

L\

AN

[

Denna speglingsoperation har féljande egenskaper:
1. rdta linjen genom tva spegelpunkter skdr L vinkelratt;

2. L delar planet i tva disjunkta delar, och speglingen avbildar den ena
delen enentydigt p& den andra.

Observera ocksa att spegling i reella axeln dr detsamma som komplexkon-
jugering: z =z +iy— T — 1y = Z.

Lat sedan C vara en cirkel med radien R och medelpunkten O. C delar
planet i tva disjunkta delar: C:s insida respektive utsida.

Vi vill definiera en speglingsoperation med avseende pa C si att foljande
galler, i analogi med vad som éar fallet for rata linjer:

1. rata linjen genom tva spegelpunkter skir C vinkelratt;

2. insidan av C (med undantag f6r medelpunkten O) avbildas enentydigt
pa utsidan, och vice versa.

12




DEFINITION. Punkterna P; och P, sigs vara spegelpunkter med avseende
pd C om

P OC_h__P;g lig_g_gl; pa samma forléngda radie fran O,
och lOP1| . [OPQI = RQ,

dar

l@?| = léngden av vektorn OP = avstandet mellan O och P.

Egenskapen 1. foljer av att den forlangda radien skiar C vinkelratt. For
att verifiera 2. noterar vi att

2
P € C:s insida < |5ﬁii<R = |59—15;|:ITR;;|>R
OP,

<= P, € O:s utsida.

Om P, ligger utanfor C si fas spegelpunkten P, genom f6ljande ge-
ometriska konstruktion:

Dra de tvé réta linjer genom P; som tangerar C, och kalla tangeringspunk-
terna for 17 och T5. Av symmetriskél kommer den réta linjen genom T; och
T, att skira forlingda radien genom P; vinkelrdtt; kalla skarningspunkten
for P 2.

13




Observera att trianglarna OT1 P, och OT1 P, bada ar ratvinkliga och att
vinkeln vid O ar gemensam. Harur foljer att dessa trianglar ar lLikformiga.
Utgar vi fran vinkeln vid O och betraktar férhallandena mellan nérliggande
katet och hypotenusan i vira trianglar, sa foljer det att

——
OF,| _ |07
=
0T} |OF)|
eller . . .
|OP| - |OP)| = |OT|> = R?,

vilket visar att P, och P, verkligen ir spegelpunkter med avseende pa C.

Antag att P, istallet ligger innanfér C. Da ritar man forlangda radien
genom P; och drar sedan normalen genom P; till denna radie. Om normalens
skdrningspunkter med cirkeln ar 77 och T5, sa konstruerar man sedan C:s tan-
genter i dessa bdda punkter. Av symmetriskél kommer de bada tangenterna
att skara varandra i en punkt P, pa forlingda radien genom P;. Samma, typ
av resonemang som ovan visar sedan att P, och P, dr spegelpunkter med
avseende pa C.

Betrakta nu en punkt z = r - e? i komplexa planet med z # 0. z:s
spegelpunkt med avseende pd enhetscirkeln {z € C | |z| = 1} 4r L - €¥

(ELLER HUR?), och om denna punkt sedan speglas i den reella axeln si fas
dess komplexkonjugat

l.e_iaz 1 :_];
r r-e® 2z .
/*'
t
;{‘ecé
. |
Z:r(‘é |
6 |1 i .
\\J‘é : 7
T~y 4 -6 1 _ 1
¥ re = ret'e ) ?

14




SLUTSATS. Inverteringen z + 1/z fas som sammansittningen av tva
speglingar: forst med avseende pa enhetscirkeln och sedan med avseende
pa reella axeln (eller i omvéind ordning).

Vi sag tidigare att vid spegling i en cirkel kommer alla punkter innanfor
denna utom medelpunkten att avbildas pa punkter utanfér. Men vad hénder
d& med medelpunkten?

Lagg in ett koordinatsystem sd att medelpunkten hamnar i origo och
cirkeln definieras av C = {z € C | |z| = R}. Spegling med avseende pa C ges
da av

) RZ ) R2 RZ
z=r1-6% 1 — . = — =
T re ¥z

For 0 < e < R foljer det att
R2
D, :={z € C| |2| < €} avbildas pa Ugz/ := {z eCllzl > —6—}

D& € — 0+ kommer cirkelskivan D, att krympa ihop till en punkt — ndmligen
origo. Och det skulle vara trevligt om ocksa Ugz /e konvergerade mot en punkt,
som i sa fall bor kallas for co:

R2
" lim {z eC||z| > ——} = oo
e—0- €

Detta skulle innebéra att co ar ett slags punkt som ligger oéndligt langt bort
och pa nagot underligt vis omsluter hela komplexa planet.

Innan vi forsoker forsta oss pa denna komplexa odndlighet kan det kanske
vara lampligt att forst 16sa motsvarande problem for de reella talen.

Som vanligt identifieras mangden R av reella tal med mangden av punkter
pa en z-axel. Lat oss ocksa infora en t-axel vinkelrdtt mot z-axeln.

1. Omvandling av +oo till tva vanliga dndliga tal. Infor halvcirkeln
{(z,t) e B2 | 22+ (t — 1)* = 1, ¢t < 1} med radien 1 och medelpunkten
M =(0,1):




For varje reellt tal z (vilket naturligt identifieras med punkten (z,0) i
planet) dras den réta linjen fran M till z. Denna linje skir halvcirkeln i en
entydigt bestdmd punkt p. Infér ocksd vinkeln 6 vid M mitt fran radien
{(0,t) € R* | 0 < ¢ < 1} till denna réta linje. Ur figuren framgir det att vi
far 1 — 1-korrespondenser mellan f6ljande tre méingder:

de reella talen z € R = (—o00, 00),
punkterna p pa halvcirkeln,
vinklarna 0 € (—n/2,7/2).

Om vi nu later x — +oo, sd ser vi att p — (1,1) och att § — 7/2; om istéllet
r — —oo sa foljer det att p — (—1,1) och § — 7/2.

SLUTSATS. Via projektion frdn M har vi fatt en enentydig avbildning av
(—00, +00) pa (—7/2,+7/2):

R = (—00, +00) 4= (~7/2,+1/2),
T — arctan z,
tan @ +— 0.

Och vi ser att det med hjélp av denna projektion #r méjligt att identifiera
+00 med 6 = +7/2 och —oo med § = —7/2. Den en-entydiga avbildningen
ovan kan darmed utvidgas till

{-00} URU {400} = [—7/2, +7/2].

Detta innebar att de mystiska odndlighetspunkterna (som ju inte &r nagra
riktiga tal, utan ligger bortom alla tal man kan ténka sig) har ersatts av de
vanliga andliga talen +m/2 pa f-axeln.

Emellertid ville vi i det komplexa fallet ha enbart en o#ndlighetspunkt,
som pa nagot vis omsluter det komplexa planet. Lat oss darfor modifiera
konstruktionen ovan si att vi i det reella fallet f&r en enda punkt som svarar
mot badde +o00 och —o0.

Omvandling av oo till en enda dndlig punkt. Byt halvcirkeln ovan
mot hela cirkeln C = {(z,%) € R | 22 + (t — 1)> = 1}. Punkten (0,2) pa C
kallas av naturliga skél for nordpolen (férkortat N P), medan (0,0) kallas for
sydpolen. Projektionen fran nordpolen ger i detta fall en 1 — 1-korrespondens
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C\{NP} &5 R enligt foljande figur:
Mt

¥p

P2

)(1 S ? X1

D.v.s., mot varje punkt p pa cirkeln utom nordpolen svarar ett entydigt
bestdmt reellt tal x, och vice versa.

Om vi nu later x — 400 eller x — —o0 sa ser vi att motsvarande punkt
p € C gar mot nordpolen, s& att den alltsa motsvarar {+oo}.

SLUTSATS. Via projektion fran nordpolen fas en enentydig avbildning av
C \ {NP} pa hela reella axeln. NP sjalv svarar mot {£oo}, och ar ddrmed
en ”oandlighetspunkt som omsluter R”.

Komna sa hir langt dr det inte svart att gissa hur vi ska béra oss at
for att infora var onskade komplexa odndlighetspunkt som ska omsluta hela,
komplexa talplanet.

Lt oss identifiera det komplexa z2-planet med det reella zy-planet, och
dessutom infora en t-axel som ar vinkelrdt mot detta zy-plan.

DEFINITION. Riemannsfaren C &r den reellt 2-dimensionella , sféren C=
{(z,y,t) € R® | 22+ y* + (¢t — 1)? = 1}. Punkten (0,0,2) € C kallas for
nordpolen (=NP), medan (0,0,0) € C kallas for sydpolen (=SP).

\ 7 X
Z= Yy %y Yy 0)

Z; = %z vy = [ Xe, Y2,0) 17




Ett komplext tal z = z + 4y identifieras med punkten (z,y,0) € R3.
Stralen fran NP till z = (z,y,0) skér sfaren Cien entydigt bestdmd punkt
p. Omvéant, om p € C &r given, sa kommer stralen frin NP genom p att
skara det komplexa planet i en unik punkt z. Pa detta sitt ger projektionen
fran NP en 1 — 1-korrespondens

C\{NP} &S,

s3 att C \ {NP} kan identifieras med det komplexa planet C. Vidare ser vi
att da |z| — oo (helt oavsett hur arg z uppfor sig), s& kommer motsvarande
punkt p € C att konvergera mot NP. Detta gor att vi kan identifiera NP
med var sokta oandlighetspunkt co, och 1 —1-korrespondensen ovan utvidgas
da till R

C=CuU {o0}.

Poéngen med den har konstruktionen ar att den gor det mdjligt att upp-
fatta den normalt sett mycket mystiska odndligheten som en véldigt konkret
punkt — nidmligen nordpolen pa Riemannsfiren, som ju inte skiljer sig ett
dugg fran alla andra punkter pa sfaren.

Lat oss nu atervanda till spegling med avseende pa en cirkel C = {z €
C | |z — 20| = R} i komplexa planet. Vi sag tidigare att en punkt z # 2o har
en spegelbild z* som &r entydigt bestdmd av villkoren

1. arg(z — 2z9) = arg(z* — 2p),
2. |z — 20| - |2* — %] = R~

Detta betyder att
. R
=20+ ———— (2 — %) (ELLER HUR?).
A priori ar denna spegling bara definierad da z # z;, men vi ser att

2= 2= [2"| 200, dwvs. z—-o00(=NP).

Omvéint géller att

z—00(=NP)=|2"— 2| = -0, dvs 22— z.

IZ - Z()|
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Foljaktligen behdver vi inte ldngre uppfatta z; som en undantagspunkt,
utan speglingen ar vildefinierad &ven i denna punkt, och skickar den till
oandligheten. P& samma satt kommer oédndlighetspunkten att speglas till z,
s att vi kan uppfatta speglingen som en véldefinierad enentydig avbildning

av C pa sig sjalv.

Spegling med avseende pa en rét linje ar en véldigt naturlig avbildning,
medan spegling med avseende pa en cirkel inte ar en lika sjalvklar operation.
Lat oss dock notera att vi kan uppfatta en rat linje L som ett gréansfall av
en 1-parametrig skara av cirklar, sa att det egentligen inte &r sd stor skillnad
mellan linjer och cirklar:

Tag en punkt P pd L och drag normalen N till L genom P. Till en
godtycklig punkt @ # P pa N associeras cirkeln Cg med medelpunkten ¢

och radien }C_ﬁ’ |

Da l@?| — oo ar det tydligt att (@ — oo (= NP) och att Cg — L, sa att
vi &tminstone intuitivt kan hivda att

L = lim CQ.

QP00

P4 grund av detta ar det naturligt att ocksd uppfatta L som en cirkel -
namligen en ”cirkel genom oédndlighetspunkten”. Och det &r inte s svart att
Overtyga sig om att vid ovanstaende gransovergang kommer spegling med
avseende pa Cg att 6vergd i spegling med avseende pa L.

19




4. Polynom och exponentialfunktionen

Med en komplezvird funktion w = f(z) av en komplex variabel definierad i
en oppen delmdngd D av det kompleza planet C menas en entydig avbildning

c,2pba,
zw= f(2),

d.v.s. till varje z € D associeras ett entydigt bestdmt komplext tal w = f(z).
(P4 grund av det trassel med arg z som vi hade i forra avsnittet tvingas vi s&
smaningom att inféra “flertydiga funktioner”, men 1at oss vanta med sadana
missfoster si ldnge.)

I den reella analysen har vi stiftat bekantskap med elementdra funktioner
som

polynom, rationella funktioner, exponentialfunktionen, logarit-
men, trigonometriska funktioner och deras inverser, hyperboliska
funktioner — och sa vidare.

Man kan visa att om f(z) &r en sadan elementér funktion (eller mera allmént
om f(x) &r "reellt analytisk”), sd finns en unikt bestdmd deriverbar komplez
funktion f(z) definierad néra reella axeln med egenskapen att

f(z+10) = f(z) for allazi f:s definitionsomrade,

d.v.s. f(z) har en unik fortsdtining atminstone en bit ut i det komplexa
planet som en deriverbar komplex funktion av z = x + 4y. I det f6ljande ska
vi beskriva alla dessa elementara komplexa funktioner.

Lat oss borja lite forsiktigt med polynom. Om

y=Py(z) =ay+ a1z +ax* + -+ -+ a,z" med a, #0,
sa ar det uppenbart att motsvarande kompleza polynom ges av
w= Pp(2) = ag + a1z + apz® + -+ + a, 2"

Och naturligtvis kan vi i det komplexa fallet 1ata konstanterna ay,...,a, fa
anta komplexa varden.

Exempel. Mot y = 22 svarar w = 22, eller, om vi siitter z = z + iy och
w = u -+ 1,
u+iv=(z+1iy)> =2> —y* +i- 2wy
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Eftersom savil real- som imaginirdelarna av bada leden maste vara lika, s&

ser vi att

u=1z?—y?

w= 2" =
{U = 2zy.
Med grafen av denna funktion menas delmangden

u= 22 — 12
{ C " @yeR
v = 2zy,

av det 4-dimensionella z,y, u, v-rummet — vilket ar svart att forestilla sig.

For att andock fi ett begrepp om hur avbildningen w = 2? fungerar kan vi

t.ex. se hur den avbildar ett azelparallellt rutnat i z-planet in i w-planet.
Om z = a (dér a dr en konstant) &r en vertikal linje i zy-planet, sa foljer

det att
u = a?—y?
v = 2ay.

I specialfallet a = 0 studerar vi y-axeln, vars bild i uv-planet ges av
u::__y2, v::(L

varfor vi far negativa u-axeln, genomlopt forst at hoger och sedan &t vanster
da y vixer fran —oo till +00. D& a # 0 kan vi eliminera y mellan ekvationerna

ovan:
2

v 2 2 2 Y
= = = —_— - q° — —
Y=o 708 7Y 4a?’
vilket innebér att vi far en skara av parabler i uv-planet: :
4 A
& A
w=- 7 2 \
\\
\\ >t¢

> A y

Om vi 1 stéllet tittar pa horisontella linjer y = b (dér b &r en konstant),

I\
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sa far vi

u = % — b2,
v = 2xb,
vilket d& b # 0 ger att

2

v v
=— och u=-—— —0b
T % T
s& att vi aterigen far en parabelskara i uv-planet, fast den har gangen vand

at motsatt hall:

< v
AF A

> X —>
\\§ )
Tillsammans far vi féljande bild:
Y v
A )
> X > U

Om man ritar upp det hér vildigt noggrannt (eller snarare anvinder
MATLAB eller MAPLE eller dylikt), sa ser man att de tva parabelskarorna
skar varandra under rdta vinklar 6verallt utom i origo. Vi ska senare se att
detta inte ar nagon tillfillighet.

22




Omvéant kan man fraga sig hur urbilden till ett axelparallellt rutnét i uv-
planet ser ut. D4 u = a = konstant ser vi att £2 — y? = q, vilket 4r en skara
av hyperbler:

4]

v
4

e
//\\w :

Med v = b = konstant sa blir b = 22y <= zy = b/2, vilket ger en
annan hyperbelskara:

Y ~
/’r \ !
‘\ /‘ ? X K4 u
Tillsammans fas: '
Y
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Aven i det hér fallet visar det sig att kurvskarorna skiir varandra under
rata vinklar.

Forhoppningsvis har dessa dverldggningar gett oss en viss kansla for hur
funktionen w = z? fungerar. Och allménnare polynom w = ag + a1z +as2? +
.++ 4+ a,2z" kan behandlas pa liknande satt.

Rationella funktioner definieras sedan som kvoter av polynom:

P(z)  aytaz+...0,2"
Q(z)  bo+biz+ -+ by

R(z) =

I den senare delen av den hér kursen kommer vi speciellt att studera s.k.
Mobiusfunktioner, som ar kvoter av forstagradspolynom:

m(2)

Observera, att om ¢ = 0, s reduceras m(z) till ett forstagradspolynom.
For att undvika detta antar vi att ¢ # 0. I s fall kan vi uttrycka var
Mobiusfunktion som

__az+b

= ——— déar a,b,c,d ir komplexa konstanter.
cz+d

Yez+d)+%% q be—ad 1
m(z) = = -+ : .
cz+d c c? z+d/c

Detta innebér att m(z) kan fas som en samanséttning av enklare funktioner:

s 24dfe s 1 Hbc—ad 1 '_)g_{_bc—ad I )
z+d/c 2 z+d/e ¢ c? z'—i—d/c_mz'

For att tolka detta infor vi avbildningarna

Th(2) = z 4+ h = translation med konstanten A,
My(z) = k - z = multiplikation med konstanten k,
1
I(z) = o= invertering.

Vi ser d& att
m= Ta/c o ]w(bc—a.d)/c2 olo Td/c-

Har ar translationen 7' och multiplikationen M littbegripliga, s& den icke-
triviala delen av m bestar av inverteringen I — som vi dock larde kinna i
féregaende avsnitt.
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Observera att
ad — be = 0 => m(z) = a/c = en konstant funktion.

Eftersom konstanta funktioner inte &r speciellt upphetsande, forutsatter vi i
det foljande att ad — bc # 0.

Mobiusfunktionens nidmnare &r = 0 dd z = —d/c. Men vi har tidigare
sett att

1 . .
z = 0 = — — oo = nordpolen pad Riemannsfiren,
z

och detta innebar att

z— —djc=

— 00.
z+d/c o

D.v.s. om vi later M:s virderum vara Riemannsfaren C = CU oo snarare an
C, s ser vi att m blir véldefinierad dven da z = —d/c. Vidare ser vi att

az+b _a+b/z a

cz+d_c+d/z—> c

22— 00 —

vilket betyder att vi kan utvidga m:s definitionsomrade till att dven omfatta
oo € C.

Det &r darfor naturligt att uppfatta Mobiusfunktionen som en avbildning
av Riemannsfiaren C pa sig sjilv, definierad pa foljande satt:

om z # —d/c och z # oo,

m &r till och med en en-entydig avbildning av C pa sig sjalv, eftersom man
l4tt ser att w = m(z) har en invers z = m™(w):

b
w=212 zrewtdw=az+b < 2(cw—a)=—-dw+b
cz+d
= 2= —— =m" (w),
cw—a
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s& att z = m~'(w) ar en ny Mobiusfunktion i variabeln w. Vi dterkommer
till Mobiusfunktioner ldngre fram!

L3t oss harnist titta pa exponentialfunktionen y = e®. Hur ska dess

komplexa fortsdttning w = e* definieras? Vad ska man t.ex. mena med
54219
et

Foljande tre krav pa e* ar naturliga:

x40

1. for reella z fas den reella exponentialfunktionen: e = €%,

2. d z ir rent imagindr har vi tidigare sett att €% = ¥ = cosy+isiny;
3. for godtyckliga z; och 2z, bor potensregeln e* - ¢ = e*1+*2 gilla.

Observera, forst att om dessa tre krav giller, sa kan e* bara definieras pa ett
enda satt:

e’ = " = { enligt 3 } = e”- % = { enligt 1 och 2 }
=¢” - (cosy + isiny) = e® cosy + i e” siny.
Men det ar inte alldeles sikert att denna funktion uppfyller det tredje kravet
for godtyckliga z; och zy, utan detta méaste kontrolleras:

21, oAl — @1ty | T2tiy2

€ e

= €"(cosy; +isiny;) - €*2(cosys + isin ys)
= ¢"1€"2(cos Y1 cOs Yo — sin y; sin ya + 4 (Cos Yy sin yo + sin y; cos yo))
= "7 (cos(y1 + ya) + i sin(y; + y2))

= *1 +22 . .

SLUTSATS. Det finns en unikt bestamd funktion e* med egenskaperna
et = % "W = cosy + isiny och e* - €2 = 17*2, nimligen

e” = "™ = ¢e®(cosy + isiny) = e cosy + i e®siny.
Med w = u + v ser vi att
u=e"cosy
w=¢e & o7
v=€e*siny.

For att forsta hur denna avbildning frén zy-planet till uv-planet fungerar,
tittar vi forst pa de vertikala linjerna z = a = konstant:

u=e"cosy, v=e’siny = u® +v* = e**(cos®y + sin’y) = 24,
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vilket innebér att linjen {z = a, y = godtycklig} avbildas p4 cirkeln u?+v? =
(€%)? i uv-planet. Da y véxer fran yo till yo + 27 genomlps cirkeln ett varv
i positiv led; da y vixer fran —oo till +00 genomlops bildcirkeln oéndligt
manga varv: ,
v
A A

/tu:éz

o N,
T N

D4 y = b = konstant och z véxer fran —oo till +o0, fas

w=u+iv=e"(cosb+isinb) =e®-e? —co< z < +00,

vilket 4r en halvlinje i uv-planet som gar fran origo till odndligheten med
lutningsvinkeln b: "

4 pS
A : Ir
4
> > Ao = ¢ 2 ‘6
1
S >
. > d &
62
Tillsammans fas alltsa: v
9
’»
w=e £
% /_N > U
7
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I reella analysen géller att y = €® <= x = Iny, d.v.s. exponential- och
logaritmfunktionerna ar varandras inverser. Kan vi definiera den komplexa
logaritmen pa samma sitt — som inversen till e*?

Notera forst att om

Zn=0+tb+1-2mn, n=0,+1%2,...,

s& avbildas alla dessa oéndligt manga punkter i z-planet pa en och samma
punkt 1 w-planet, ndmligen

e*n = e T — o8 (cog(b + 27n) + isin(b + 2mn))

= e%(cosb+isinb) = e*cosb+ie’sinb :

Yy . 2n A
F = x€ 4
Z,%//—‘
Z, »
%“
Zp ¥ //-\
—> X >
2.7
2.3

Detta betyder att om e* har en invers, s& mdste denna'vara odndligt
méngtydig — vilket ar lika tragiskt som oundvikligt. For att bestimma in-
versen — som vi kallar for log z — later vi w # 0 vara godtycklig. Skriv w pa

polér form:

w=re?, dar alltsa r > 0.

Vi vill 16sa ut z ur ekvationen w = €7, eller, med z = z + 1y,
e =t = % . W,

Paminnelse: Om ¢ ar ett reellt tal, s dr |e’| = 1, eftersom

|| = | cost + isint| = v/ cos?t + sin’t = 1,

p.g.a. trigonometriska ettan.
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Nu géller allmént att om de komplexa talen z; = r1e" och zp = ree &r
lika, s3 maste dessa vektorer ha samma ldngd: |z1| = |2]| eller 71 = 19, och
argumenten maste vara lika pd en multipel av 27 nér, d.v.s. 6, = 6; + 27n,
dar n ar ett godtyckligt heltal.

S3 i vart fall far vi att r - € = e - €% &r ekvivalent med att

r=e¢% ellerz=Inr=In|w|

och
y =0+ 2mn = argw.

SLUTSATS. w =e* < z=In|w|+iargw.

Om vi later w och z byta plats sa blir ddrmed f6ljande definition naturlig:
z2#0=logz=In|z| +iargz,

dar In 4r den vanliga reella logaritmen och arg 2 som vanligt ar flertydig.

Exempel 1. logh =1Inb5+¢argh =Inb + ¢ - 27n, vilket forklarar varfor det
ar lampligt att anvinda olika beteckningar for den reella och den komplexa
logaritmfunktionen.

Exempel 2. z = negativt reellt tal =
logz =In|z|+iargz =1In|z| +i- 2n+ 1)7.

Exempel 3. log(1 + ) = log (V2 - ¢"/*) = In(2'/2) + i(r/4 + 27n)
=1ln2+ %+ 27n.

Lat oss ocksa kontrollera logaritmlagen log(z; - z2) = log 21 + log 2;:

log(z; - 2z2) = log (rlewl - 79€"?) = log (ri73 - ei(01+92))

= In(ryre) +4(61 + 05 + 27n) =Inry +i0; +1Inry + iy + 4270
= log z1 + log 25.

Observera att bada leden i log(z; - 23) = logz; + log 2z bestar av odndligt
manga punkter i det kompleza planet, och att likhetstecknet innebér att dessa
punktmdangder ar lika.

29




For att forsta logaritmens avbildningsegenskaper kan vi t.ex. titta pa hur
cirklar {z € C | |2| = R = konstant, argz = godtycklig} omkring origo
avbildas:

. =InR
w:u-{—iv:logz:log(R-ezargz):InR+iargz<:>{u s
v = arg z.
Bildkurvan blir alltsi den vertikala linjen {u = In R = konstant, v =
godtycklig} i uv-planet.
Halvlinjen {z = 7€ | 0 < r < 00, 6y = fix vinkel} avbildas pa

: =1
w=1u+ 1w =logz = log (r . ew") =lInr+ 16y + 12mn & “ .nr, .

v = iy + 127n,
dar —oo < Inr < 400, sa att bilden av halvlinjen bestar av en uppsattning
horisontella linjer i uv-planet med avstandet 27 mellan tva narliggande linjer.

Tillsammans fas:

4
A v
'&u:/af 4
"
>4 > &
K —
Z= e""
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5. Derivator och CR ekvationerna

Som bekant definieras derivatan av en reell funktion f(z) genom

f'(x)z%— lim f(£E+A$)—f(£C)

T AT0 Az

Observera att Az kan gd mot 0 pa i princip tva olika sitt: fran vinster
eller frdn hoger (eller mera perverst kan Az oscillera omkring 0), och att
definitionen ovan innebér att gransvéirdena fran dessa bada hall skall finnas
och dessutom vara lika.

Derivatan av en komplez funktion f(z) definieras analogt:

Py = i SE+AD=1C)

Az—0 Az

Men notera att hir kan Az ga mot 0 i odndligt manga rikiningar, eftersom
Az =|Az| - e¥82 0 < |Az| — 0, medan arg Az ir godtycklig.

Och i definitionen ovan krévs att gransvirdet av Af/Az ska finnas och vara
lika for alla riktningar. Funderar man lite pa detta kan det verka som att
enbart konstanta komplexa funktioner kan vara deriverbara i denna mening,
men riktigt sd illa &r det inte — i sjdlva verket ska vi se att alla elementdra
funktioner ar deriverbara, och att dessutom derivatorna ser ut precis som i
det reella fallet, d.v.s.,

d
dz

1 .
(22) = 2z, %(6‘2) = ¢, Eg(log z) = p och sé vidare.

MEN - kravet pa komplex deriverbarhet ar ett valdigt starkt krav, och med-
for bl.a. att

f(2) ar deriverbar = f(2) &r automatiskt odndligt deriverbar,

vilket inte alls ar sant i det reella fallet - ELLER HUR?

Exempel. Om n ir ett positivt heltal, sa géiller binomialformeln

n_("_l""—l)zn—Z(Az)2 + oot (A2)"

(z+Az)" =2"+ %zn‘lAz +—
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med exakt samma bevis som i det reella fallet. Harav foljer att

n (z 4+ Az)" — 2"
(Z ) - Az—+0 Az
= lim - (2 0 Az Mz”"2(Az)2 +o (A2)" =2
" Az0 Az 2

_ n—1 — n—1
= Al;r_r)lo (nz"' + O(Az)) = nz""",

— precis som i den reella analysen.

Féljande deriveringsregler f6ljer direkt fran definitionen, och bevisas pa
samma, satt som i det reella fallet:

° 5— (i ay fk(z)) = iak%, om ay,...a, ar konstanter,
d d
. £(<><@r=i o)+ 1) 2,

d
. d f(z) _g(2) - f'(2) - f(2) - 9'(2)
4z (2) 9 ’
o L1 = o) -4 (o).
Lat

Pu(2) = ap + a1z +ap2® + -+ a, 2"
vara ett polynom av graden n. Frén reglerna ovan foljer det att
dP, :
d_zn =a1+ay 22+a3-322+---+a, n",

vilket ar som det borde vara.
Om P(z) och Q(z) ar polynom, sa foljer det vidare att
4 (H) 9P r- ¢
dz \ Q(2) (Q(2))?
nérhelst Q(z) # 0.

For att undersoka deriverbarheten for allménnare funktioner visar det sig
vara lampligt att dela upp dessa i real- och imaginardelar. Med w = u + v
och z = x + 1y far vi

w= f(z) <= u+iv=Ref(z,y)+ilm f(z,y)
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eller

v=uv(z,y) :=Im f(z,v),
dar := betyder ”"definieras som”. Med dessa beteckningar féljer det att
ﬁ = lim ﬁ = lim ——AU+ZAU
dz 8250 Az Aztidy—0 Az + Ay’

{u = u(z,y) := Re f(z,y),

Specialfall 1: Ay =0 =

i _ oy Mot Azyy) —uz,y) +i(o(z + Az y) —v(z,y))

dz Az—0 Azx
 lm u(x + Az, y) — u(z,y) ti lim v(z + Az, y) — v(z,y)
Az—0 Az Az—0 Ax
_ Ou n ov
o oz
Specialfall 2: Az =0 =
df _ o w@y+ AY) —u(z,y) +6 (v(z,y + Ay) - v(z,y))
dz 1 Ay—0 ZAy
— lim lu(w,y + Ay) — u(z,y) + lim v(z,y + Ay) — v(z,y)
Ay—0 1 Ay Ay—0 Ay
= g—z —1 % (eftersom 1/i = —1).

Men enligt definitionen pa deriverbarhet ska vi fa samma grc’iﬁsvdrde oavsett
Az:s riktning, sa dessa bada specialfall maste ge samma resultat:

ﬁ_&u Ov  Ov . 0u

Az 0z ‘9z oy oy

varav foljer de s.k. Cauchy—Riemannekvationerna:

Oou _Ov
oz oy’
ou  Ov
dy 0z

Eftersom dessa forekommer sa ofta brukar man forkorta dem till CR-ekvatio-
nerna.

33




Exempel 1:

— 2 .2
w:22<::>u+iv:(w+iy)2:x2—y2+i-2zy¢———>{u oY
v = 2xY.
Sa har ar
8u_2$ ou 9 61}_2 81}_2
oz oy an Y Gy T

och vi ser att CR ekvationerna ar uppfyllda — som de mdste vara eftersom vi
vet att 22 ir deriverbar:

ou _o ov ou v

Ty oy VT T

Exempel 2:
. oo u=e’
w=¢e < utw=¢e"cosy+ie’siny < { ¢ c.()sy,
v = e®siny,
varfor
@f~e“’cos _ och u _ e’siny = v
oz~ VT oy oy YT o

sa dven i detta fall &r CR ekvationerna uppfyllda. Hirav skulle vi vilja sluta
att e* ar deriverbar, men haken ar att &n sd ldnge vet vi bara att kompler
deriverbarhet => CR, och inte att <= giller. Observera dock att om e*
vore deriverbar, sa maste i sa fall

d Z a T > T L8 T N :

—e* = —(e"cosy +ie’siny) = e®cosy +ie’siny = 7,

dz ox
vilket verkar hoppfullt.
Vi behover alltsé foljande resultat.

SATS. Om de reella funktionerna u(z,y) och v(z,y) dr kontinuerligt de-
riverbara och uppfyller CR ekvationerna, sa dr u(z,y)+iv(z,y) en deriverbar
komplex funktion f(z).

For att bevisa detta pAminner vi om foljande sats fran den reella analysen:
Om g(x,y) har kontinuerliga forstaderivator, sd dr

9) 4]
Ag:=g(z+ Az,y+ Ay) — g(z,y) = %Am + %Ay + 1Az + e Ay,

34




dér € och €3 gar mot 0 di (Az, Ay) — (0,0).

Bevis av att CR = komplex deriverbarhet: Enligt ovan kan vi skriva
Ay + iAv Z—Z-Aa:—t-g—;Ay—i—z’%Ax—l—i%Ay—i-emquLeyAy
Az +iAy Az + 1Ay ’

diir €, och ¢, innehéller bidrag bade frdn Au och Av, och gir mot 0 di
(Az, Ay) — (0,0). Enligt CR ekvationerna kan vi byta

Ou mot _ och O mot Ou
Oy ox oy ox’

och far d& att
Au+iAv %u(Az +iAy) + i 22 (Az + iAy) + €, Az + €, Ay

Az +iAy Az + 1Ay
LI 2
oz 'or " Artidy Y A +iAy’

Nu ar
|Az| . |Az]|

L—_ 1,
Az +iAyl  \/(Ax)2+ (By)? ~
och pa samma sitt inser man att
|Ay|
Az +iAy| =

Darmed fas att

Au+1Av <8u ,Bv)

—_c = — < 3
Av ily < leg| + ley] = 0 da (Az, Ay) — (0,0),

%+13a7
det vill siga

Au—+1iAv . Au+i1Av  Ou . Ov
m ————= 1 =

li e I futd
Ao Az Aotiny—0 AT + iAy  Ox oz’
vilket betyder att u(z,y) + iv(z,y) dr komplext deriverbar. a

Anméirkning. Komplexkonjugering av z = z + iy ger Z = x — iy, och

tillsammans fas
z = x4+ 1y,
zZ =1z —1y.
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Loser vi ut  och y ur detta system, sa far vi istéllet
T =3(z+ %),
y=o(z—2).

Kedjeregeln applicerad pa detta variabelbyte ger att

9 030 dyo 10 18_1(8 ,a)

97 070z 970y 20s 20y 2\o9z oy

Om z byts mot (z -+ Z) och y mot (2 — ), s blir u(z,y) + iv(z,y) en
funktion av z och Z, som kan deriveras med avseende pa Z:

2( _*_‘)-—1(2_‘_2‘2 (u+iv)—-—1- @_Qg _{__i_ ?E_*_@
oz T =9\ Dy 2\0r Oy 2\0y 0z)°

Genom att jamfora real- och imaginirdelar ser vi att

du _ Ju
52-(u +iv) =0 <= {g’; _ ?f/@ <= CR ekvationerna.
8y~ Oz

SLUTSATS. u + i uppfyller CR ekvationerna <= Z(u+ww) =0 <

u + v beror bara pa z (och alltsd inte pd 2) < u+ 1w = f(2).

Exempel. w =¢€° <= u+ i = e®cosy +ie®siny. Har ar alltsd u =
e®cosy och v = e”siny, som bada ar odndligt deriverbara (i reell mening).
Eftersom

sa ar CR ekvationerna uppfyllda, varav foljer att e* ar deriverbar med avseen-
de pa z. Derivatan fas t.ex. genom att derivera i z-riktningen:

d o @
—CEez = g(emcosy +ie®siny) = e®cosy +ie”siny = €.
For att undersoka derivatan av

logz=1In|z|+iargz=Inr+i0 +1i-27wn
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kan man via kedjeregeln transformera om CR ekvationerna till polara koordi-
nater, och sedan resonera som ovan. Eller ocksd kan man acceptera foljande
resultat.

SATS. Om w = f(2) dr deriverbar och om inversen z = f~Y(w) finns, sd
ar inversen ocksd deriverbar.

Hérav foljer att
e” deriverbar = inversa funktionen log z ar ocksa deriverbar.

Genom att derivera identiteten z = €'°8? med avseende pa z ser vi d att

d d
1 =¢8>, a;logzz Z- EZ—logz,

sa att

ilogz=£ da z # 0.
dz z

Kravet att f(z) ska vara deriverbar i hela sitt definitionsomréade D forut-
sitter att om z € D, s& maste ocksd z + Az € D nérhelst |Az| &r tillrackligt
liten — vilket betyder att D maste vara en dppen delmdngd av C = R2. S3 i
fortsattningen betraktar vi endast deriverbara funktioner f(z) definierade i
oppna delmdngder av C.

Exempel. Polynom och exponentialfunktionen ar definierade i hela C. Log-
aritmfunktionen log z ar definierad i C\{0}. En rationell funktion P(z)/Q(z)
ar definierad utom i nidmnarens nollstallen.

Fran den reella analysen minns vi kanske att en funktion g(z) sigs vara
analytisk pa ett intervall (a, b) om det for varje zo € (a,b) finns ett R > 0 si
att g(z) kan skrivas som en konvergent Taylorserie i intervallet (zo — R, o+
R):

() (g
g@) =" 9-71(,—0)(:5 — )" da |z — 0| < R.
=0 '

Foéljande forvanansvirda sats géiller i den komplexa analysen:

SATS. Antag att f(z) dr deriverbar en enda gang i en dppen mdangd D. For
varje zg € D galler da att

) (2
f) =S L@y

!
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nar |z — 2| < kortaste avstindet fran zy till randen av D.
Speciellt ar f(z) odndligt deriverbar ¢ D.

P& grund av denna sats siger man att

f(2) r analytisk i en 6ppen mangd D <= f'(2) finns i D.

Som en omedelbar foljdsats till satsen ovan fas:

SATS. f(z) analytisk i D = u(z,y) = Ref(z) och v(z,y) = Im f(2) dr
odndligt deriverbara i D (som reella 2-variabelsfunktioner).

CR ekvationerna ger restriktioner for real- och imaginardelarna u(z,y)
och v(z,y) av en analytisk funktion f(z). T.ex. fas att

Ou_ 0 (Bu) _f 0 ) 0 (0
oz2 oz \dz) oz Oy | 0z \ 8y

__i(?E’_ gy 0 Ou_ 9 ( 0Ou
Oy \oz) or 0Oy | oy \ Oy

_ O%u
Oy?’
eller
%y O%u
e o e = (),
0x% = Oy?
Pa samma satt ser man att
0% N Pv 0
oz2 Oy
Ekvationen o 52
&g O _
0x?  Oy?

for en reell funktion g(z,y) kallas for Laplaces ekvation. Denna kommer att
dyka upp senare i diverse olika tillimpade dmnen.

Eftersom Laplaces ekvation férekommer sa ofta har man infort en férkor-
tad beteckning for Laplaceoperatorn §?/0z? 4+ 8%/8y? — man brukar skriva

0* 9

38




Detta &r lite olyckligt pa det sdttet att A annars betecknar "ett litet till-
skott”. Men denna praxis dr internationellt godtagen, och 1 praktiken brukar
det framga ur sammanhanget vad A star for.

DEFINITION. En reell funktion g(z,y) med kontinuerliga andraderivator
ségs vara harmonisk om Ag = 0.

Vi har alltsa visat f6ljande resultat.

SATS. Real- och imagindrdelarna till analytiska funktioner dr automatiskt
harmoniska.

I nésta avsnitt ska vi gd igenom en hel rad analytiska funktioner, och
med hjélp av satsen ovan kan vi sedan hitta en massa harmoniska funktioner
genom att bilda real- och imagindrdelar av vara analytiska funktioner. Lat
oss se pa nigra exempel som kommer fran de fi analytiska funktioner som
vi lart oss hittills!

1. 2% analytisk i hela z-planet = Re 2% och Im 2® &r harmoniska i hela
zy-planet.

Om vi sétter in @ = z och b = 4y i den vélkénda formeln (a + b)® =
a® + 3a%b + 3ab® + b3, sa ser vi att

22 = (z +1y)® = 2® + 3iz’y — 3zy? — iy®

= 2% — 3zy? +i(3z%y — ¢%),
varav foljer att 22 — 3292 och 3z%y — y® dr harmoniska.
2. logz = In|z| + iargz analytisk dd z # 0 == dess real- och ima-
gindrdelar ar harmoniska utanfér origo i zy-planet.

D.v.s., In|z| = 1 In(z? +y?) &r harmonisk d& (z,y) # (0,0), och arg z &r
harmonisk d& z # 0. 1 hogra halvplanet kan vi gora arg z entydig genom
att kriva att —7/2 < argz < m/2, och da blir argz = arctan(y/z),
varav foljer att arctan(y/x) &r harmonisk da z > 0.

3. e analytisk i hela planet = Ree® = e®cosy och Ime® = e®siny &ar
harmoniska i hela zy-planet.

Den som vill mé gérna kontrollera att dessa harmoniska funktioner verk-
ligen uppfyller Laplaces ekvation!

Nér vi tidigare tittade pa avbildningsegenskaper for analytiska funktioner
sdg vi att rata vinklar tycks bevaras. Mera allmént galler foljande.
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SATS. Om f'(z) finns och dr # 0, sd bevarar avbildningen w = f(z) vinklar
(inklusive deras riktningar) vid zo:

Yy
4 2= /) ,'F’ o > F(BR)
% : H(Zy H))
~
DA a0 = 12

-~ S

Z- 22 I{)

X > U

Bevis. Om v, &r en vektor i punkten zy = zg + iyp = (o, ¥o), s finns en
kurva t — 21 (t) = (z1(t), y1(t)) med egenskapen att

dZ1

ZL0) = £1(0) = 1(0) + #41(0) = (&1(0), 11 0),

V1 =

dir ° betecknar ¢-derivatan. Lat v = 25(0) vara en annan vektor vid 2.
Uppenbarligen ges vinkeln mellan v; och vy av

a = arg 2,(0) — arg 2,(0).

Bilden av vektorn vy, (dér k£ = 1,2) under w = f(2) ges av

fulvg) = -—f 2(t))|,_ = f'(20) - 2(0),

déar kedjeregeln har anvints vid derivationen. Om f'(25) = 0 s& fas noll-
vektorer,- och vinkeln mellan dessa saknar naturligtvis mening. Men om
f'(#0) # 0 s blir vinkeln mellan bildvektorerna lika med

B = arg (f*('vl)) —arg (f*( ))
= arg f'(20) + arg £1(0) — (arg f'(20) + arg #(0))
= arg #(0) — arg £2(0)

= .
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DEFINITION. En avbildning ségs vara konform om den bevarar vinklar.

S& vi har alltsd sett att en analytisk funktion w = f(z) ger en konform
avbildning dar f'(z) # 0.

Exempel. Om f(z) = 22, s ar

df . _ _
-d—z——2z, sa att 3;_0 & z=0.

Vad hédnder d& z = 07 Betrakta tva halvlinjer

df

Ly={z=r-e*|0<r <oco}:

¥4 ar

4 Lo /) 4 714q)

Eftersom z = r - €'® avbildas pa 22 = r? - e"2®  blir bildkurvorna nya
halvlinjer: . )
flLy) ={w=R e |0 < R < oo},

och vinkeln mellan dessa har uppenbarligen férdubblats.

SENS MORAL: Vinklar bevaras vanligtvis inte i punkter dar f'(z) = 0.
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6. Ovriga elementira funktioner

Hur ska potensfunktionen
y =1z a= godtyckligt reellt tal,
definieras i det komplexa fallet? Det vill siga, vad ska vi mena med
w = 2%,

dar c ar ett godtyckligt komplext tal? Jo, eftersom exponential- och loga-
ritmfunktionerna ar varandras inverser, sa ar

z = elogz,

och det ar darfor naturligt att sitta
2 = (elogz)c — eclogz'
Exempel 1.
(1+ i)i — ilog(144) _ i(In[1+i|+iarg(1+1))
= ¢i(InvaHi(z+2m) _ 52— -2mn

. In2 In2
=e 1 (cos%+z’ sin—%—) 2™ dirm =0,+1,+2,....

Exempel 2. z =71 —=
L 4 L(n|z|+4
\/E::z2 — e2 0gz:e2(n1zl 7'a'rgz) .

1 . 1 . .
— e5(1nr+z(0+27rn)) — eilnr . 610/2 . glrmn

_ (elnr)% L2 (1) = ph L 0 (1)
= +/1 - €2,
Observera att till skillnad mot det reella fallet s& &r alltsd plusminustecknet
inbyggt i kvadratroten!
Om c ar en konstant och z dr en variabel, sa ar

d ey d clogz\ __ _clogz d
() = — (%%) = %" - —(clog2)




vilket kénns bekant. Later vi z och ¢ byta roller, s fas istallet

d Z\ __ d zlogel _ _zloge oz
Zl;c)__dz(e )=e logc=c*-loge.

Lat oss ocksa kontrollera att den vanliga potensregeln z® - z° = 2o+
fortsatter att gilla i det komplexa fallet:

2C1 . g0 — gelogz  pealogz e(cl—}-cz)logz = gatez

Harnast fragar vi oss hur de trigonometriska funktionerna bor definieras
ute i det komplexa planet. Om 6§ &r en reell vinkel mellan 0 och /2, si

definieras sin @ med hjilp av en ratvinklig triangel innehallande vinkeln @

som i
. motstaende katet
sinf =

hypotenusan

men vad gor man da 6 ar en komplez vinkel?
Idén bestar i att utga fran formeln

e’ =cosz +isinz, dirzeR

Om vi lagger till den ekvation som fés genom att byta 7 mot —i4, sd far vi
systemet
{ei”C = cos + isinz,

e~ = cosz — isin z.
Har kan vi 16sa ut cosz och sin z:

. 1 iT —ix

cosz = (e + ™),
2

: i —iz
sing = —(e®* — e )
57 )

Observera nu att om vi byter ut den reella variabeln z mot en komplex
variabel z, sa dr hdgerledena fortfarande vdldefinierade — eftersom e* finns
for alla komplexa tal z. Vi leds dérmed till féljande definition.

1. . . } .
DEFINITION. cosz = i(e” +e™*) och sinz= —21—,(6” —e ).
i
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L4t oss kontrollera att denna a priori mérkliga definition ger formler som
vi ar vana vid! T.ex. ser vi att

d _l iz, iz (__ 2 “:"; iz —1z _i iz __ iz
Ecosz-—z(e i+e ™ ( z))_z(e e™%) 27:( e)
= —sin 2,
och
i' —_]; iz, o2 (. _1 iz —iz
dzsmz—%(e i—e . z))—Q(e + e %)
= c0S 2.
Vidare ar
1

1,5 .
cos?z+sin’z = = (2% 4 2¢° 4 &72%) — =

) . 1
2 0 -2 _ —
1 4(e“’—2e +e zZ)_Z(2+2)_1,

s& att den trigonometriska ettan géller dven i det komplexa fallet. Och hur
ar det med additionsformeln for sinus:

sin(a + B) = sinacos B+ cosasin B 7

Joda, den &r sann dven i den komplexa teorien, och till pa kopet ar be-
viset mycket enklare hir eftersom man inte behdver gora nagra finurliga
geometriska konstruktioner, utan kan rikna pd mekaniskt:

sin z; cos 2 + Cos 21 Sin 2o
= — (! — —-1z1 129 —iz9 &
5 (€ =) (™ e ) +
— 4% {e(i(z1+z2) + ei(z1—z2) - e"i(Zl—zz) _ e-ilzitz)
'3

(eizl + e—izl) (eizz . e—izz)

+ei(21+22) . ei(zl—zz) + e—z’(zl—zz) - e—i(Z1+22)}

1 . .
— E (261(21+ZQ) . Ze—z(zl—f—zz))

1 : 1 i{z1+2 —t(z1+2
:E.Q.QZ.Q_i(e(lJrz)_e i 1+2))

=sin(z + 22).

Allmant kan man visa att
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Alla valbekanta trigonometriska formler fran den reella analysen
fortsdtter att galla i den kompleza teorien.

Med sin z och cos z vildefinierade séatts naturligtvis

COoS 2

sin z
tanz = —— och cotz =——1)
cos 2 sin z

som ar definierade utom i respektive ndmnares nollstillen.
Detta leder osokt till fragan om vilka nollstallen som exemplevis sinus-
funktionen har i det komplexa planet — sa 1at oss undersoka detta:

_ 1, . . . .
0=ginz = 5 (e —e¥) <= ¥ =" —

e =1=e2" = z=gn, n=0+142, ...,

d.v.s. sin z har inte nagra andra nollstéllen dn sina vanliga reella. P43 analogt
satt visar man att

cosz =0 < zzg—i—wn, n=0,+1,%£2,....

En wviktig skillnad mot det reella fallet &r att |sinz| och |cosz| inte dr
begransade av 1, utan kan bli hur stora som helst ute i det komplexa planet.
Lat oss t.ex. titta pd |sinz|? — eller, for att gora rikningarna lite enklare,
4 | sin 2|?:
4|sin z|? = |2isin z|? = [T — g7U@HW) |2 = |giTemy _emimey|?

= |(cosz + isinz)e ¥ — (cosz — isinxz)eY|?

= |cosz(e7 — e¥) +isinz(e¥ + e¥)|?

= cos’z(e™% — 2 + e¥) + sin®z(e™ % + 2 + &%)

= (e® + &™) - (cos’z + sin’z) — 2(cos*z — sinz)

=e? +e % — 2cos 27

>eteW 2= (e —eY)?

= 4 sinh?y,
det vill siga,

|sin(z + iy)| > |sinhy|, som — oo da y — Fco.
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Inversfunktionerna arcsin z och arccos z definieras pa det naturliga sittet:

DEFINITION. w = arcsinz <= z =sinw och w = arccosz <= z =
cos w.

I den reella analysen ger denna inversbildning nya funktioner arcsinz
och arccosz, som alltsd inte kan uttryckas med hjélp av andra elementéira
funktioner. Men s &r det inte i den komplexa teorien. Lat oss t.ex. berdkna
arcsin z genom att 16sa ut w ur ekvationen z = sin w:

z=sinw <= z= Z(eiw —e W) &= M- 2z—e =0
= ()2 22V —1=0 <= ¥ =iz +V-22+1
= iw = log(e™) = log(iz + V1 — 22) <=
w = arcsin z = —i log(iz + V1 — 22),

dér vi har anvint det faktum att formeln for 16sning av andragradsekvationer
galler ograverat i det komplexa fallet, och att plusminustecknet dr inbakat i
den komplexa kvadratroten. Observera att arcsin z ar flertydig!

Lat oss for skojs skull berdkna derivatan av arcsin z pa tva satt. Forst
kan vi derivera implicit:

d . : : . d :

5, paz= sin(arcsin z) = 1 = cos(arcsin z) - 7, dresinz <=
z

d arcsi L 1 L

— arcsin z = , = = —

dz cos(arcsinz) /1 —sin®(arcsinz) VI — 22’

d.v.s. precis samma formel som i det reella fallet. Vi kan ocksa derivera det
ovan héirledda uttrycket for arcsin z:

i+ 21— 2272 (=22)

4 arcsin z = 4 (—i log(iz + V1 — zz)) = —1

dz dz iz 4+ 1 — 22
1+ iz V1—224iz
Vi-z2 V122 . 1

iz +V1—2 izt V1-22 J1-—22

46




w = arctan z fas analogt genom att 16sa ut w ur ekvationen z = tan w:

sinw 1 e — e W
w=arctanz <= z =tanw = = -

cosw i e 4 e—iw
= iz +e™) =" — e = e (1 +iz) = e™(1 —iz)
_1+iz 1442

= ¥ = — < 2iw = log -

1 -1z 1—1z

1 14+42 1
— arctanz = . 1 = — (log(1 +1i2) — log(1 — iz)).
w = arctan z = o log T—— 2Z,(Og( +iz) — log(1 — i2))

Deriveras detta uttryck for arctan z sa fas

d 1 [ i — 1/ 1 1
3p etan g = o (1+iz_1—iz) :§<1+iz+1—iz>
Cll—dz4l4iz 1
T2 14 22 T

d.v.s. samma formel som i den reella analysen.

I den reella teorien har vi ocksa stott pd de hyperboliska funktionerna
. 1 _ 1 _
sinhz = E(e”—e ®) och coshz = E(em—#e ?).

Eftersom e* ar valdefinierad for alla komplexa z, s generaliseras dessa ut-
tryck omedelbart till det komplexa fallet:

1 1 )
sinh z := §(ez —e*) och coshz:= i(ez +e7?).
Héarur foljer att
sinz = —(e” — e™%) = —isinh(iz)
och
1 iz —1iz .
cosz = —2-(6 + e7"*) = cosh(iz),

varfor de trigonometriska och hyperboliska funktionerna dr vdldigt ndrbesldk-
tade, trots att motsvarande reella funktioners grafer inte alls liknar varandra!
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Vi ser att

1 1

gz—sinhz = —2—(ez —e - (-1)) = §(ez +e7*) = cosh z,
1

Ed; cosh z = 5(62 +e7*-(—1)) =sinhg,

och vidare t.ex. att

1 1
cosh?z — sinh®z = 1 (¥ +2+e % — (¥ —24+¢€%)) = 1 4=1,
vilket 4r den hyperboliska ettan. For att gora det troligt att alla trigonomet-
riska formler sa nir som pa en eller annan teckenskillnad dven géller for de
hyperboliska funktionerna, s& tar vi ytterligare ett exempel ur hogen:

1 1
2sinh z cosh z = 5(6” —e *)ef+e7F) = ~2-(62Z +1-1-¢"%)
1

= 5(62Z — e %) = sinh 22.

SENS MORAL. De elementdra reella funktionerna kan pa ett vildefinierat
sdtt fortsdttas fran x-azeln ut 1 det kompleza planet sa att de blir analytiska
ddr, och dessa fortsdtiningar uppfyller i stort sett alla de regler som vi ar
vana vid fran den reella analysen.
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7. ”Flertydiga funktioner”

En valdigt olustig sak som upptritt i det foregiende ar forekomsten av
s.k. "flertydiga funktioner” (observera att definitionsméssigt ar en funktion
= en entydig avbildning, sa det ar egentligen korkat att tala om flertydiga
funktioner — men vad gora?).

Om man tanker efter s kommer alla dessa flertydigheter fran argument-
funktionen:

b-27 _ z
argz = by + 2mn, n=0,£1,4+2,....

X 00f67

2 .

Nu kan man naturligtvis gora argz entydig genom att t.ex. krdva att
- <argz <

DEFINITION. Med principalargumentet Argz menas det virde pa argz
som uppfyller —7 < Argz < 7.

Exempel. Om € ar ett pyttelitet positivt tal och 7 > 0, s& &r Arg (—r+i€) =
7, medan Arg (—r — i€) &~ —m, vilket betyder att néar z ror sig frdn —r + ie
till —r — de sa dndras Argz med ungefér 27. Argz ar alltsd diskontinuerlig
tvarsover negativa reella axeln — vilket inte arg z ar.

DEFINITION. Log z := In |z| +i Arg z — som alltsd &r en entydig funktion.
Da z > 0 dr Arg(z + 10) = 0, vilket innebar att

Log(z+10) =lnz+4i-0=Inz daz>0,
medan daremot log(z +40) =Inz +i2mn, n = 0,41,42,....

Forutom att Logz ar diskontinuerlig tvarsover negativa reella axeln, sé
behover inte de vanliga logaritmlagarna galla for Log z. T.ex. ar

Log (i - (=1 +1)) = Log(—i—1) =Inv2 — i—
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medan
3 5
Logi+ Log(—1+14) =Inl +ig— —Hn\/i-l—zZ7r =ln\/§+z%,
sa att

Log (i- (=1+41)) — (Logi+ Log (—1+1)) = —ig—ir- = —271i.

S& det 4r i allménhet inte sant att Log (21 -22) = Log z; +Log z,. Déremot
ser man latt att skillnaden mellan vénster- och hogerleden alltid &r en mul-
tipel av 2wi. Eller, for att uttrycka detta pd ett mer sofistikerat sitt,

Log(z1 - 23) = Logz1 + Logz; (mod 273).

SLUTSATS. Gor man en naturligt ”flertydig” funktion entydig pa ett eller
annat sdatt, sa far man vara beredd pd att man i gengald rakar ut for andra
obehagligheter.

Istallet for att forsoka oss pa en allmén teori for flertydiga funktioner, s&
nojer vi oss med att titta pd ytterligare ett exempel.

Exempel. Lat oss studera funktionen
w=vz?-—1
Enligt vara grundlaggande definitioner ar

w= (22 _ 1)1/2 — (z _ 1)1/2 . (Z + 1)1/2
=|z— 1I1/2 . e3 atg(s—1) | 2 + 1|1/2 . 3 arg(z+1)

— lz . 1|1/2|Z + 111/2 . 6%(arg(z—1)+arg(z+1)).

Hiir 8ir |2—1|/2|2+1|"/? en entydig reell funktion, medan arg(z—1)+arg(z-+1)
innehaller en godtycklig multipel av 27. Eftersom

e%-27rn — 67Z7rn — (ei'/r)n — (-1)” = il,

s& 4r w = v/ 22 — 1 en tvdtydig funktion — de bada majliga vardena skiljer sig
at med ett tecken. T.ex. ar

w(2) = |2 — 1|Y/2[2 4 1|1/2 . g3 @mnt2mm) — (/3 gin(ntm) _ 4./3
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LAt oss hir vilja det ena av dessa badda mdjliga varden pd w(2) — sig w(2) =
++/3 — och 14t oss sedan undersoka vad som hinder med w(z) da z ror sig
langs olika kurvor i planet, samtidigt som w(z) varierar kontinuerligt.

Antag att vi startar fran z = 2 och sedan gar en slinga runt punkten
z = 1 ett varv i positiv led utan att ga runt punkten z = —1:

Vi ser att da slingan genomlops sd kommer arg(z — 1) att ¢ka med 27,
medan totaldndringen for arg(z+1) = arg(z — (—1)) blir noll. Detta innebér
att arg(z—1)+arg(z+1) 6kar med 27, och dirmed kommer e3(@rg(z—1)Farg(z+1))

att forandras med faktorn e2?" = e = —1, s4 att slutvirdet i punkten z = 2

blir w(2) = V3 - (1) = —V/3.
Om vi istéllet gar runt z = —1 ett varv i positiv led utan att gi runt
z =1, si kommer vi att fi samma slutviirde —/(3):

Men om vi ddremot gar runt bdda punkterna z =1 och z = —1 ett varv
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i positiv led: b

s4 kommer bade arg(z — 1) och arg(z — (—1)) att oka med 2, varfor
es(ere(z—D+are(z+1) pyltipliceras med faktorn e2(2m+2m) — ¢i2m — 1

— d.v.s. &dndras inte alls! Detta innebér att slutvirdet for w blir w(2) =
+4/(3), s& vi kommer tillbaka till det "réitta virdet”.

For att forhindra att slutvardet efter en genomlupen slinga skiljer sig fran
begynnelsevardet kan vi lagga ett s.k. snitt mellan punkterna z = —1 och
z = 1 langs rella axeln, med inneborden att det ar strangeligen forbjudet att
passera Over detta snitt:

4
Z

\ 1

Om C ar en sluten kurva som startar och slutar i punkten z = 2 utan att
passera snittet, sa ser vi att antingen gar C inte runt ndgon av punkterna
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z =1 och z = —1, eller ocks& gir C runt bdda (eventuellt flera varv). Och
enligt overldggningarna ovan innebdr detta att efter att ha genomldpt C si
kommer vi alltid tillbaka till det w-varde som vi startade med.

Och nu kan vi definiera w = /22 — 1 entydigt utanfor snittet: om z; inte
ligger pa snittet, sd viljer vi ndgon kurva C; frin 2 till z; som inte passerar
snittet, och later v/22 — 1 variera kontinuerligt 1ings denna kurva utgdende
fran startviirdet w(2) = ++/3, och fir dirvid ett slutvirde w(z) i 21 (det
andra mojliga virdet i z; dr —w(z1)).

Lat Cy vara en annan kurva fran 2 till z; som inte passerar snittet. Lat
oss sedan starta fran z; med vérdet w(z;) och folja C; baklinges till 2; vi
kommer d& att fa viirdet w(2) = 1/(3) déir. Om vi dérefter fortsitter frin
2 till z; langs Co, sa har vi gatt runt en sluten kurva fran z; till 2; utan att
ha passerat snittet, och méste darfér komma tillbaka till samma varde w(z;)
som vi starade frdn. Men detta betyder att om vi startar fran 2 och gar
till z; ldngs Ca, sd erhaller vi precis samma slutviarde som nér vi féljer C;.
Eftersom slutvirdet saledes inte beror pd den valda kurvan (s& lidnge som
denna héller sig undan fran snittet), sa far var funktion ett entydigt bestdmt
varde 1 punkten 2;.

Vi beh6ver naturligtvis inte starta fran just z = 2, utan kan borja med
att fastldgga funktionsvardet i en godtycklig punkt 2z utanfér snittet och
sedan forfara pa samma, sitt. Slutsatsen blir:

om vi ldgger ett snitt lings reella azeln mellan +1 och —1 (som
det alltsa dr forbjudet att passera dver) och dessutom fastldgger
funktionens vdrde ¢ en godtycklig punkt utanfor snittet, sq blir var
funktion entydigt definierad.

Metoden att ligga in lampliga snitt kan anvdndas generellt for att gora
flertydiga funktioner entydiga, men detta far den intresserade ldsa mera om
pa annat hall.
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8. tw-metoden

Vid genomgangen av de elementéra funktionerna har vi sett att bortsett
fran polynom och rationella funktioner si definieras de alla med hjalp av
exponentialfunktionen e®. T.ex. fas logaritmen som inversen av e, potens-
funktionen definieras med hjalp av exponential- och logaritmfunktionerna:
2¢ = e°1%8% gsinus- och cosinusfunktionerna &r linedrkombinationer av expo-
nentialfunktioner, och sa vidare.

Ett annat omrade dir exponentialfunktionen spelar en fundamental roll
ar inom teorien for linedra differentialekvationer med konstanta koefficienter.

Lat P(x) vara ett polynom av graden n:
P(‘T) = an:En =+ an-—lxn—l “+ -+ a1z + ag.

Genom att byta z mot derivationsoperatorn d/dt (dér ¢ i tillimpningarna
star for tiden) fas differentialoperatorn

Pi —ad—n+a gz}—-i— + d+
dat) = a1 G T

DEFINITION. Med en linedr differentialekvation med konstanta koefficien-
ter menas en differentialekvation av formen

P(%>u=f®,

dar P(z) &r ett polynom och f(¢) ar en given funktion.

Mera utforligt ges denna differentialekvation av
an ™ 4 ap_ 1 u™ Y g + agu = f(2).
Sedan tidigare vet vi att den allménna losningen kan skrivas som
U = Unom + Uparts

d&r Unom ar den allménna l6sningen till den homogena ekvationen

d
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medan partikuldrldsningen up,y 4r ndgon 16sning till originalekvationen.
Den homogena l6sningen &r enklast: ansatsen unem = €'*, dér r &r ett
komplext tal, ger att
d "
O:P(ETE>6”:P(7")-6”t — P(r)=0 < r=
Tn

Lat oss for enkelhets skull anta att n = 3!
Om 7, 75 och 73 ar olika komplexa tal, sd blir

Upom = Ci €™t + Cye™ + Cy e™.
Om r; = r9 # 73, sa blir

Unom = (Ci + Cyt) €™ + Cy ™.
Slutligen, om 7y = r9 = r3, sd blir

Uhom — (01 + Czt + 03t2) e’“lt,

SLUTSATS. Den homogena losningen &r alltid ett exponentialpolynom.

Det kan vara svirare att hitta en partikulirlosning till P(d/dt)u = f(2).
En metod, som anvinds flitigt inom t.ex. véxelstromsteorien, &r den si
kallade iw-metoden.

Utgangspunkten #r att P(d/dt) &r linedr i den meningen att om u(t),
v(t) #r odndligt deriverbara funktioner och a, b ar konstanter; si ar

P <%) (au(t) + bov(t)) = a P (%) u(t) +b P (%) o(t).

L&t oss for ett 6gonblick byta ut den linedra differentialoperatorn P(d/dt)
mot en linedr avbildning A: R* — R". I den lineédra algebran har vi lart
oss att givet en bas for R* kan vi uttrycka A som en n x n-matris. En
naturlig friga i detta sammanhang &r: kan vi hitta en bas for R* som gor
framstillningen av A maximalt enkel?

Och vi vet sedan tidigare att denna fraga har ett mycket tillfredstéllande
svar forusatt att A har n linedrt oberoende egenvektorer, d.v.s. om det finns
n linedirt oberoende vektorer by,..., b, si att

Abkz)\kbk f('jrkzl,...,n.
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Att de n vektorerna by, ..., b, ar lineart oberoende betydet att de bildar en
bas for R™, s& att varje vektor & € R” kan skrivas som en linedrkombination
av dessa:

ki3
w:z1b1+---+mnbn:Zxkbk.
k=1

Eller lite kortare: = (21,...,%n).
Genom att utnyttja A:s linearitet far vi sedan att

Az = A (iﬂ?k bk> = Zxk . Abk = Zxk . )\kbk = i)\kmk bk
k=1 k=1 k=1 k=1

- ()\1.’171, P ,/\nfEn)

SLUTSATS. Om vi kan hitta en bas for R* bestaende av egenvektorer till
A, s& verkar A pa en vektor = (z1,...,%,) genom

A (.’L’l, ce ,.’L’n) - ()\1$1, . .,)\nZL'n),

dar Aq, ...\, ar A:s egenvdrden. D.v.s: varje komponent av vektorn
multipliceras med motsvarande egenvérde.

L&t oss nu byta ut A mot d/dt, som &r en lineér differentialoperator
verkande pé det oéndligdimensionella vektorrummet C*(R) av odndligt de-
riverbara funktioner i variabeln ¢:

2. co(R) » C*(R)

dt
u(t) w o' (2).
I analogi med &verliggningarna ovan skulle vi vilja hitta en bas for C*(R)

bestdende av egenfunktioner till d/dt, ddr g(t) # O ségs vara en sddan egen-
funktion om
dg

22—\
o = A9()
for ndgot tal A (= egenvirdet). Men denna ekvation l6ses latt:
ey — g _ _
gt) =Ag(t) < o) A < In|g(t)|=Art+C

= g(t) =% =0 -t
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SLUTSATS. Egenfunktionerna till d/dt ges av e, dir X &r ett godtyckligt
tal.

I vaxelstromsteorien 4r man intresserad av periodiska funktioner, d.v.s.
funktioner u(t) uppfyllande
u(t+T) =u(t) forallat,

dir T ar perioden. T.ex. har sint och cost perioden 27:

sin(t + 27) = sint, cos(t + 27) = cost.

A

LAt oss darfor undersoka vilka egenfunktioner e’ som ar T-periodiska:

AHT) Xy M AT M AT

Om talet \ antas vara reellt, sa fas enbart 16sningen A\ = 0, d.v.s. den
enda reella T-periodiska egenfunktionen till d/dt &r den konstanta funktionen
1. Och den kan ju omdjligt bilda nagon bas for rummet av T-periodiska
funktioner.

Det gar béttre om vi accepterar att A far vara komplez:

M =1=¢e? = /\:i-gg,ﬁ, dirn=0,+1,42,....
Med 5
n
wn:=%, n=0+1,42,...

fs alltsd de T-periodiska egenfunktionerna {e‘“r?} till d/dt:

—etnt = j ), - et9nt,

dt

Antag nu att f(t) &r en T-periodisk funktion som kan skrivas som en
linedrkombination av dessa egenfunktioner:

ft)= i Cp €7t

n=-—-0o

Hur fas koeflicienterna ¢, i sa fall?
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Om vi lite lattsinnigt antar att [ =" [, s& far vi

T . T o i . o0 T )
/ f(t) . e—zwmt dt = / Z Cn ezwnt . e—zwmt dt = Z Cn/ P (wn—wm )t dt.
0 0 0

n=—0o0 n=—oo

Om n # m blir

T T .
/ ei(wn—wm)t dt = / ei 2T"(n—m)t dt = : T |:ei %(n—-m)t} T
0 0 271 (n — m) 0

r 2(n—m)
=T (ef?mlnmm) _ 1) =
273 (n — m) (e ) =0,
eftersom e??mheltal — 1

Da n = m fas istallet

T T T
/ etlwn—wn)t v — / e dt = / ldt =T,
0 0 0

s& att den odndliga summan av integraler ovan reduceras till en enda frdn
noll skild term:

T .
/ ) et omtdt = ¢, - T
0
(o,

SLUTSATS. Om f(t) =Y. ¢, et s8 mdste

n 1 /Tf(t) —iwntdt
Cn——T A € .

OBS: Eftersom f(¢) och e~*“»t r T-periodiska, s3 kan integrationsintervallet
bytas mot ett godtyckligt intervall (¢,c+ T') av langden T.

Givet en T-periodisk integrerbar funktion f(¢) kan vi naturligtvis berdkna
dessa koefficienter c,. Och d& leds vi automatiskt till f6ljande problem:

1. Ar 2% ¢, et“nt konvergent?

2. 1 s fall, konvergerar serien verkligen mot f(¢)?

Dessa visar sig vara utomordentligt besvirliga, och svaren beror i hog grad
pa vilket konvergensbegrepp man anvander. Men 1at oss hér bara slapphint
annonsera foljande resultat.
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FOURIERS SATS. Varje ndgorlunda snall T-periodisk funktion f(t) kan
skrivas som en sa kallad Fourierserie:

o0 . 1 T .
_ twnt _ —twntl
ft) = E Cn € med ¢, = T /0 ft)e dt.

n=-—0o0

Detta betyder att egenfunktionerna {e*“»t} > till d/dt bildar en bas

n=—00
for vektorummet av alla ”nagorlunda snalla” T-periodiska funktioner, och ut-

tryckt i denna bas kan en T-periodisk funktion f(t) skrivas i komponentform
som
f(t) = ( ..,C92,_1,Cp,C1,Co, . .. )

Accepterar vi att d/dt > = > d/dt, s& far vi

df d = Twnt = : Twnt

n=—0c0 n—=—oQ
sd att pd komponentniva fungerar d/dt som

Cn F> Wy * Cp.

SLUTSATS. I basen {e“~‘} > &vergdr derivationsoperatorn d/dt i den
mycket enklare operatorn multiplikation med iwy,.

LAt oss nu generalisera detta ndgot genom att ersitta d/dt med en god-
tycklig lineédr differentialoperator med konstanta koefficienter:*

d d d” d
— t — =g, — 4. —_
o byts mot P <dt> andt“ 4+t o + ag.

Eftersom

ser vi att

S3 eM r inte bara egen funktion till d/dt, utan ocksé till varje differential-
operator P(d/dt).
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Tillampas detta pa en T-periodisk funktion f(t) = Y20 ¢, e*“» far vi

P (%) <n§:oocn eiwnt> :n:ii:oocnp<%) etwnt — n—z—;oocn P(an ant

vilket betyder att den besvérliga differentialoperatorn P(d/dt) pa kompo-
nentniva verkar som multiplikation med P (iwy):

Cn > Piwy) - cp.
L&t oss nu anvanda denna apparat for att finna en partikulirlosning till

differentialekvationen
P(d/dt)u = f(t),

dar f(¢) 4r en given nagorlunda snéll T-periodisk funktion.
Idén dr att forst skriva f(¢) som en Fourierserie:

= Z cnetnt,  dir ¢, = 7 / ft) e t“ntdt  &r kinda tal.
N—=—00 0

Sedan ansdtter man u(t) som en liknande Fourierserie:

u(t) = Z d,et“rt, dir d, #r obestimda koefficienter.

n=—0co
Inséttning i differentialekvationen ger
Z dy, - P(iwy,) €™t = Z Cp - €nt,
n=—0oo n=-—00
Eftersom funktionerna e®=? ir lineért oberoende, ir detta ekvivalent med att
dyp - P(iw,) =¢, for n=0,£1,4+2,....

Om P(iw,) # 0 for alla n, s kan vi 16sa ut de obestdmda koefficienterna d,:

dn = for n=0,£1,42,...,
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och dirmed har vi fatt var sokta l6sning u(¢). Men om det skulle slumpa sig
s& att P(iw,) = 0 for ett visst m, sa far vi problem. Har vi tur sd ar ocksa
¢m = 0 for samma m, s att villkoret pa dy, blir

dm-0=0, vilket visar att d, = godtycklig.
Ar ¢, # 0 fas istillet
dm 0=cp # 0)

vilket dr en flagrant motsigelse — d.v.s. var ansats fungerar inte. For att fa
en fungerande ansats byter man i detta fall termen d,, e~ i ansatsen mot
dm - ( 1dmplig potens av t) - ™t

LAt oss harnist se vad som hénder om vi slopar kravet pa att egenfunk-
tionen e till d/dt ska vara T-periodisk, och bara antar att den &r begrdnsad
for alla t. Om vi accepterar att A dr komplex — ség att A = o +tw — sa far

vi
|eX| = el = et . || = €7 < 0o for alla t.

D4 t — oo visar detta att o < 0; da t — —oo fas istéllet att o > 0, sa att o
maste vara lika med 0:

M| < oo for allat <= ReA=0 <= X ir rent imaginir: A =iw.

S& de relevanta egenfunktionerna i detta fall ges av {e*'}, dir w nu
genomloper alla reella tal, och inte bara heltalen som i det periodiska fallet.

Fragan dr nu om vi kan uttrycka en nagorlunda godtycklig begransad
funktion f(t) med hjilp av dessa egenfunktioner. Ett sitt att gora detta &r
att till f(¢) associera den T-periodiska funktion fr(t) som &r lika med f(¢)
pa intervallet (—1'/2,T/2), och T-periodisk fér Gvrigt. Eftersom da

f@) =fr(t) nir —-T/2<t<T/2,
kan vi uppfatta f(¢t) som féljande gransvérde:
f(#) = lim fr().

Genom att Fourierserieutveckla fr(t) visar detta att

°0 1 T/2 ) ]
F(t) = lim Y (T F(t) e7int dt) elont

-T2
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dar alltsd w, = 27n/T. Med Aw, = wp, — wp—1 fs

Darmed blir

1 > T/ . .
ft) = — lim Z < f(t) et dt) et Awy,.

27 Awn—0
TT Awnp e ~T/2

Hir kan > >0 (...) Aw, uppfattas som en Riemannsumma, och d& Aw, —

n=--00
0 overgar denna i en Riemannintegral:

f@®) = % / u_f=—oo ( /t i ft) et dt) ™t duw.

Den inre integralen hér r en funktion av w som kallas {6r Fouriertransformen
av f(t) och betecknas med F(f) eller f(w).

DEFINITION. Antag att f(t) dr absolutintegrabel, d.v.s. [ |f(t)|dt <
oo. D4 definieras Fouriertransformen av f(t) genom

F(f) = fw) = /_ T ) et g

Vi kan dérmed formulera resultatet ovan pa foljande satt.

FOURIERS SATS. Om f(t) dr en nagorlunda sndll absolutintegrabel funk-
tion, sd kan f(t) uttryckas som en generaliserad linedrkombination av expo-
nentialfunktionerna et

f(t) = 517; /—oo f(w)et dt.

Detta dr motsvarigheten till Fouriers sats for T-periodiska funktioner:
koefficienterna c,, definierade for alla heltal n, har ersatts av Fouriertrans-
formen f(w), definierad for alla reella tal w, och summan har 6vergitt i en
integral.

Fouriers sats betyder att vi kan f3 tillbaka f(t) fran f(w), s& att vi har
en invers Fouriertransform F~1:

. 1 [ ., .
FAPi= g [ ) du= 50

2m J_o
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Genom att derivera under integraltecknet ser vi att
P(d/dt)f / F(w) - P(iw)e™* dw,

vilket betyder att Fouriertransformen av P(d/dt) f(t) ges av P(iw) - f(w).
L3t oss nu anvénda detta for att hitta en 16sning till differentialekvationen
P(d/dt)u = f(t).
Fouriertransformering ger
P(iw) - 4(w) = f(w),

dar alltsa alla derivator har trollats bort. Och vi ser att Fouriertransformen
av den sokta losningen ges av

= Py T

Detta leder oss osokt till foljande problem: om f(w) och §(w) ar tvé Fouri-
ertransformer, vilken funktion &r d& produkten f(w)-§(w) Fouriertransformen
av?

SVAR: f(w) - §(w) = Fouriertransformen av f % g(t), dir faltningan f x g
definieras av

fro®= [ f(t-u)gu)du.

=00
Detta dr inte speciellt djupt, men lat oss forbiga beviset har.

En funktion K () med egenskapen att K(w) = 1/P(iw) (d.v.s. K(t) =
F~1(1/P(iw)) sigs vara en fundamentallosning till differentialekvationen

P(d/dt)u = f(2).

K (t) beror uppenbarligen bara pa differentialoperatorn P(d/dt), och inte pa
hogerledet f(¢).

Med K (w) = 1/P(iw) blir siledes
4(w) = K(w) - f(w) = Fouriertransformen av faltningen K % f(t),
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vilket ger oss l6sningen

w(t) = K % f(t) = /_oo K(t — w)f(u) du.

POANGEN med iw-metoden ir alltsd att vi kan byta differentialoperatorn
P(d/dt) mot multiplikation med P(iw):

~

{P(d/dt)u(t) = f(£)} = {P(iw) - ilw) = f(w)}.

Sedan 16ser vi ut Fouriertransformen @(w) av den sékta 16sningen genom att
helt enkelt dividera med P(iw) (medan vi naturligtvis inte kan dividera med

P(d/dt)"): i(w) = f(w)/P(iw)

och far till slut 16sningen u(¢) genom inverstransformering:

u(t) = F 7 (i(w)).

Och allt detta beror ytterst pa att e ar en egenfunktion till P(d/dt). ...
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9. Laplaces ekvation och konforma avbildningar

I avsnitt 5 sag vi att en analytisk funktions real- och imaginédrdelar automa-
tiskt 4r harmoniska, d.v.s. satisfierar Laplaces ekvation. Det visar sig att
denna ekvation spelar en stor roll inom olika tillimpningsomraden — t.ex. i
samband med potential- och strémningsproblem — s 1at oss hér studera den
lite narmare.

PAMINNELSE. Laplaces ekvation for en reell 2-variabelsfunktion g(z,y)
ges av

&g & _

oz2 Oy

Denna ekvation har en forskracklig massa 16sningar, sa for att fa en unik
losning maste man kréva att ytterligare villkor ar uppfyllda. T.ex.:

Dirichletproblemet: Lit D vara en Oppen sammanhingande méangd i zy-
planet med randkurvan 0D. Bestdm en reell funktion g(z,y) som satisfierar
Laplaces ekvation i D och &r lika med en en given styckvist kontinuerlig
funktion pa 0D:

gl sp = €n given funktion.

Neumannproblemet: Antag att D dr en 6ppen sammanhdngande méangd
som dessutom &r enkelt sammanhéngande (d.v.s. ”saknar hal”). Lat 7 vara
den utatriktade normalen till randkurvan 0D. Bestdm en funktion g(z,y) s&
att

d’g 9% ,
*552—+'a—y-2-—01D,
99

> = en given funktion.
onlep

Observera att i det senare fallet kan inte den givna randvirdesfunktionen
valjas hur som helst, eftersom

f ?—g—dr:f gradg-ﬁdr:// div gradgdxdy:// Agdzdy = 0,
op O 8D D D

dér vi har anvant att div grad = A.
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Man kan visa att harmoniska funktioner allltid antar sina storsta och
minsta virden pa randen, och harav foljer att Dirichletproblemet har en unik
l6sning — och det dterstar for oss att bestdmma denna.

Om D ar ett komplicerat omrade dr det naturligt att forst forsoka hitta
en variabeltransformation
v =u(z,y),
v =v(z,y),

som avbildar D pa ett enklare omrade i uv-planet — séig enhetsskivan {(u,v) €
R? | u? +v? < 1} eller 6vre halvplanet {(u,v) € R? | v > 0}. Men da
méste man ocksd kontrollera hur Laplaceoperatorn Ay, = §2/9z® + 0%/8y?
transformeras under detta variabelbyte.

Lat g vara en funktion av u och v: g = g(u,v). Via variabeltrans-
formationen ovan kan ¢ dven uppfattas som en funktion av z och y: g =
g(u(z,v),v(z,y)). Kedjeregeln visar att

20 o9 ou 30 o0
oz Ou Oz Ov Oz’
%9 g <8u)2+262g ou Ov % <6v>2

912 ~ou? \dz 9z Oz Oz

Judv 8z Oz + ov?

o0 og
Ou 0x2 Ov Ox?’

och vi fir ett analogt uttryck for 8%g/9y?. Tillsammans fis dirmed att
0%g 0% 0% ou\? ou\?
Ay, = _ 99 ([ ou
v =g T oy?  Ou? (833) * (6@;)

ralL (2wl B () (o0’
Judv \0zxdx Oydy ov? oz + By
9 50y

g
+ ol Agyu + 5 oyUs

som ser vdldigt oaptitligt ut. Emellertid forenklas detta uttryck drastiskt om
u och v satisfierar CR ekvationerna

Ou/0x = 0v/dy och Ou/dy = —0v/0x,
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for da blir

ou Ov Ou Ov _ Ou ( 8u> ou au_o

Agyu = Agyv =0 (som visats i avsnitt 5),

Bv 2 N 8_’0 2 B 8_’1,1,) 2 N <@) 2
oz oy) \Oz oy) "’
och vi ser att
ou\ 2 ou\? 0%g 0% ou\? ou\?
= A A ‘N3 5 Tas ]~ A = ‘Ayyg.
Bend ((ax) i (ay)) (W +‘o‘x2> (6) i <ay> ‘
Eftersom u och v satisfierar CR ekvationerna ar

u(z,y) + w(z,y) = en analytisk funktion f(z).

L
Vidare &t id o oy By Ou  du

oz ‘oz oz oy

) = (g-) ¥ (f,—';‘)

Harav far vi till slut att

sa att

Azyg = [fl(z)lz : Auvg'
Om speciellt f'(z) # 01 D, sa foljer det att
Agyg=0iD <= Ayg=01iDbildomradet f(D).
I avsnitt 5 sade vi att en analytisk funktion f(z) &r konform (= vinkelbe-
varande) om f'(z) # 0.
SLUTSATS. Laplaces ekvation bevaras under konforma avbildningar.

Idén &r nu att vi med hjilp av en konform avbildning skall avbilda det
givna omradet D i zy-planet pa ett enkelt standardomrdde D* i uv-planet.
P.g.a. konformiteten kan vi da vara sidkra pa att Laplaces ekvation i zy-
variablerna overgér i Laplaces ekvation i uv-variablerna, och vice versa. Om
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vi kan 16sa det transformerade problemet i D*, s far vi sedan en 16sning till

ursprungsproblemet genom att byta u och v mot u(z,y) respektive v(z, y).
Om t.ex. D* = enhetsskivan, sa far vi féljande Dirichletproblem:
Bestam g(re?) d4 0 <r <1 och 0 <8 < 27 s att

Ag =0dar <1 och @ ar godtycklig,
g(e?) = given funktion av § d& 0 < 0 < 2.

Man kan visa att 16sningen ges av nagot som kallas for Poissons integral-
formel:

0 =5 | g e
e = o 0 1+r2—27'cos(9—¢)g '

Om istéllet D* = 6vre halvplanet, sa far vi Dirichletproblemet

Apwg=0dav>0o0ch — oo <u< oo,
g(u,0) = given funktion dd — oo < u < oo.

Aven i detta fall finns en Poissonsk integralformel, nimligen

1= v 0 d
g9(u,v) = ;/_wmg(ta ) dt.

Om vi antar att D ar 6ppen, sammanhangande, enkelt ssmmanh&ngande
och dessutom inte &r lika med hela planet, sa sdger Riemanns avbildningssats
att det faktiskt finns en konform avbildning av D pa enhetsskivan (eller
ovre halvplanet, om man foredrar detta). Ifall dessutom D:s randkurva ar
nagorlunda viluppfostrad, sa fortsétts avbildningen péa ett snallt satt ut pa
randen ocksa.

Tillsammans siger alltsd Riemanns och Poissons satser att

om D dr en oppen, sammanhangande och enkelt sammanhdngan-
de dkta delmangd av det komplexa planet, sa kan Dirichletpro-
blemet 1 D losas genom att kombinera Riemanns avbildningssats
med Poissons integralformel.

Nu ar bade Riemanns och Poissons satser alldeles for avancerade for var kurs,
men slutsatsen ovan antyder dndock att konform avbildning &ar ett kraftfullt
verktyg for att losa Dirichletproblem.

Idén i det foljande ar att vi ska ldra kdnna nagra enkla konforma avbild-
ningar — som t.ex.
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az+b

e Mobiusfunktionen w = £,

e ¢” och dess invers log z,

sin z och cos z,

potensfunktionen w = 2% (dir a € R),
e Joukowskifunktionen w =1 (2 + %),

— och inse att man med hjilp av dessa och deras sammansittningar kan
avbilda ganska komplicerade omraden pa enkla standardomraden. Om sedan
Dirichletproblemet har tillrickligt snélla randvillkor, sa kommer vi att se att
man ofta nog kan gissa sig till den sokta losningen utan att behdva rikna
just négonting.

Men lat oss forst observera att en konform avbildning ar bestdmd av sina
randvarden.

DEFINITION. Lat D vara en 6ppen, sammanhangande och enkelt sam-
manhéngande méangd med randkurvan 0D. 0D ségs vara positivt orienterad
med avseende pa D om 0D:s riktning dr sddan att hogerhandens tumme
pekar in mot D nir fingrarna har samma riktning som 0D.

Allmént géller féljande resultat (som kallas Jordans kurvsats och faktiskt
ar ganska djup): Om C &r enkel sluten kurva i planet, s delar C planet i
tva delar: insidan av C (som &r ett andligt omrade), och utsidan (som ar ett
odndligt omrade). C sigs vara positivt orienterad om den ar s med avseende
pa sin insida.

N2
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Lat oss betrakta foljande situation: D ar ett begrdnsat 6ppet, samman-
hingande och enkelt sammanhénde omrade, f(z) dr konform i D och pé
randkurvan 8D (varvid det senare betyder att f(z) ar konform i ndgon 6ppen
omgivning av dD), samt begransad pad D U 0D. Antag vidare att w = f(z)
avbildar 9D enentydigt pa en enkel sluten kurva C = f(0D) i w-planet, si
att bildkurvan C genomléps i positiv led nér 0D genomldps i positiv led:

Om hogerhanden laggs pa 0D si att fingrarna pekar i 0D:s riktning,
sd kommer tummen att peka in in D. Da w = f(z) avbildar 9D pa C
induceras en riktning for C, som enligt antagande ger C en positiv orientering.
Lagg sedan hogerhanden langs C i denna riktning. Konformiteten medfor att
vinkeln mellan tummen och fingrarna bevaras, och detta i sin tur visar att
tummen kommer att peka in i C:s insida.

Detta innebdr att punkter i D som ligger ndra 0D kommer att avbildas
pa punkter i C:s insida nara C.

Mera allméant kan man med hjéilp av den sa kallade argumentprincipen
visa féljande resultat.

SATS. Under de forutsdtiningar som angetts ovan gdller:

f avbildar 0D enentydigt pa C med bibehallande av orienteringen
= f avbildar hela D enentydigt pa hela insidan av C.

Poidngen med detta dr: For att forsta hur f avbildar D rdcker det att
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forsta hur f avbildar randen 0D!

Denna sats later sig sedan generaliseras till fallet dd 9D och/eller C =
f(9D) gar genom oédndlighetspunkten (= nordpolen pa Riemannsfiren) —
och resultatet blir precis det man forvantar sig.

Exempel. Lat D vara halvbandet {z € C| —7/2 < Rez < 7/2 och Im z >
0}, och lat w = f(z) = sin z. Bestam f(D)!

Enligt satsen ovan racker det att undersoka hur w = sin z avbildar rand-
styckena

Ly :={2€ C|Rez=—n/2, Imz > 0},

Ly:={2€C|—-7/2 <Rez < 7/2, Imz =0},
Ly:={z€C|Rez=n/2, Imz > 0.}

P4 L ar z = —7/2 + iy, dir y avtar fran oo till 0, sd dér ar
: : 1, im_ im .., .
w:s1n(——7r/2+zy)=?(e 2 Y —e2 y):?(—z-ey—z-ey)
i 7

1
= —i(ey +e7Y) = —coshy.

Dé y minskar frén oo till 0, minskar cosh y fran oo till 1, sa bildkurvan blir
{w € C| —00 < Rew < —1, Imw = 0}, d.v.s. den bestar av negativa reella
axeln mellan —oo och —1.

Pa Ly &r z =z, dér x véxer fran —n/2 till 7/2, s& dar dr w = sin z, som
alltsd ar reell och véxer fran —1 till 1. ’

P& Lj dr z = w/2 + iy, dar y vixer fran 0 till co. Darmed ar
: - 1 im/2— —im /24 L. _ .
w =sin(7/2 + iy) = Z(e Y—e V) = Z(ze Y+ 4e?)
1
= —2—(ey +e™Y) = coshy.

Nar y vaxer fran 0 till oo, vixer coshy fran 1 till oo, s att bildkurvan blir
{weC|1<Rew < oo, Imw = 0} = positiva reella axeln mellan 1 och oo.

71




Tillsammans fas alltsa:
4

l\/ A
AL
Z, Y ﬁi 3
W= [tn 2
7 N
o o> 8 el S U
-2 4, "2 -7 +1

Om hogerhandens fingrar f6ljer pilarnas riktning s& pekar tummen in mot
évre halvplanet {w € C | Imw > 0}, som alltsd blir bildomradet. Observera
att de rata vinklarna vid (+n/2,0) fordubblas, s& att sinz inte dr konform
dar. Vilket beror pa att derivatan = cosz ér = 0 d& z = +n/2.

L&t oss harnast se hur vi kan anvanda detta resultat for att losa ett
Dirichletproblem pa D med styckvist konstanta randvdrden.

Exempel. Los Dirichletproblemet
Ag=0da —7/2<z<m/20chy>0;"

g(-n/2,y) =1day>0, g(x,00=5dd —n/2<z<7/2
och g(m/2,y) = -3 day > 0.

Enligt ovan satter vi

w=u+iv=sinz = —L(ei(“’“y) — e7iet)) = —1—(ei‘”e_y — e el) =

21 21

((cosz +isinz)e™ — (cosz — isinz)eY)

T2
. 1 _ . 1 _
:smx-§(ey+e Y)Y+ icosz - §(ey —e™Y)

= sinz coshy + 7 cos z sinh y,
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d.v.s.

u = sin x cosh y,
v = cos zsinh y,

och far darigenom foljande Dirichletproblem i uv-planet:

Ag=0da —oo <u < ooochwv>0,
9(u,0)=1dd —co<u<-1, ¢gu0)=5dd —1<u<l
och g(u,0) = -3da 1 < u < .

Fixera en punkt a pa u-axeln. Eftersom
log(w — a) =In|w — a| +iarg(w — a)

ar analytisk dd w # a, sd ar In|w — a] och arg(w — a) harmoniska dar, d.v.s.
satisfierar Laplaces ekvation utom i punkten a. Da vi bara ir intresserade
av Ovre halvplanet kan vi géra arg(w — a) entydig genom att sla fast att
0 < arg(w —a) < 7 dér:

r

N
o W

ary (W -a )

4
N

O

Hérav foljer att

0dau>a,

Aarg(w—a) =0da Imw > 0 och arg(u —a) = { .
mdid u < a.

Om vi satter .
Play(u,v) :=1— - arg(u + v — a),
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s3 far vi istéllet

1dau> a,

Adg)(u,v) =0 dé v > 0 och ¢y(u,0) = {O dhu<a

Genom att kombinera sddana funktioner kan vi till slut konstruera 16sningen
till vart Dirichletproblem i uv-planet:

g(u,v) = 1+ 4¢1y(u,v) — 8¢ (u,v)

— ELLER HUR? Och genom att byta u mot sin z cosh y och v mot cos z sinh y
far vi till slut 16sningen till ursprungsproblemet.
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10. Mobiusfunktionen

I avsnitt 4 stotte vi pd Mobiusfunktionen m(z), som lampligast bor upp-
fattas som en avbildning av Riemannsféren pa sig sjalv:

m: C—C
az+b
cz+d

—d/c+ 0

oo = afc.

om z # —d/c och z # oo,

Hir ar a, b, ¢, d komplexa tal som ar godtyckliga bortsett fran att ad—bc # 0
— vilket innebér att m(z) &r icke-konstant.
D& z # —d/c, z # oo blir derivatan

dm _ (cz+d)a—(az+b)c _ ad-—bc
dz (cz +d)? ez +d)?

#0,

vilket betyder att Mobiusfunktionen ar konform dar. Genom att infora en
lamplig lokal koordinat i co (némligen ¢ = 1/2) sd ser man att Mdbiusfunk-
tionen faktiskt dr konform pa hela Riemannsfiren.

I avsnitt 3 sdg vi att rita linjer kan uppfattas som ”cirklar genom oéndlig-
hetspunkten”. Det kan darfor vara bekvamt att bunta ihop cirklar och réta
linjer till ett enda begrepp:

DEFINITION. Med en ”cirkel” menas antingen en vanlig cirkel eller en
rat linje.

Vi sag ocksa i avsnitt 3 hur man definierar spegelpunkter med avseende
pa en "cirkel”. For en rat linje dr definitionen den uppenbara. For en cirkel
med medelpunkt i O och radien R sdger man att P, och P, ar spegelpunkter
om

1. P, och P, ligger pa samma forlingda radie fran medelpunkten O, och
S
2. |OP|-|OP| = R2.

Om P, — oo ser vi att P; méste gd mot O for att vinsterledet i1 2. ska
forbli andligt. Sa

medelpunkten och oo ar varandras spegelpunkter.
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Omvant, om en cirkel C har P; och P, = oo som spegelpunkter, sd maste C
ha sin medelpunkt O i P; —igen for att viansterledet i 2. ska ha en chans att
vara andligt. Daremot kan man inte dra nagon slutsats om C:s radie.

I detta avsnitt ska vi visa foljande mycket anvandbara resultat:

Mobiusfunktioner avbildar ”cirklar” pa ”cirklar”, varvid spegel-
punkter avbildas pa spegelpunkter.

Till att borja med ska vi ange ekvationen for en ”cirkel” med hjélp av ett
spegelpunktspar.

For rata linjer ar detta valdigt rattframt. Ty lat L vara en rit linje,
och lat Py, P, vara spegelpunkter med avseende pd L; da ar L lika med
mittpunktsnormalen till linjestycket P P;:

L={P||PP,|=|PR}.

2 173/

Omvént, om vi startar med tva godtyckliga punkter P; och P,, s& kan vi
till dessa associera en entydigt bestdmd linje, ndmligen mittpunktsnormalen
till Py Ps.

Ekvationen for en rit linje L kan alltsa skrivas som

dar (P, P,) ar ett godtyckligt par av spegelpunkter med avseende pa L.
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PASTAENDE. Lt P, och P, vara tvé givna olika punkter. Fér 0 < k < co

beskriver ekvationen N
lg—' =k (%)
|PP|
en l-parametrig skara av ”cirklar” med P; och P, som gemensamma spegel-
punkter.

For k = 1 har vi sett att (x) betyder mittpunktsnormalen till linjestycket
P, P,. Sa lat oss i fortsdttningen anta att k # 1. . R

LAt P vara en godtycklig punkt som uppfyller (), sa att |PPy| = k|PP,|.
Om 0 < k < 1 drar vi ut linjesegmentet P, P> till andra sidan om P;; om
k > 1 forlanger vi istallet P, P, till andra sidan om P,. Lat oss betrakta fallet
0<k<1:

? |72 = kPR

%

Satt [Py = a och |PB,| = b; d& blir alltsi |PP,| = kb. Lat oss kalla
vinkeln mellan P, P och forlangningen av P, P, pa andra sidan om P, for
«. Avsitt sedan denna vinkel vid P, med PP, som det ena vinkelbenet; det
andra vinkelbenet kommer da (pa grund av att k < 1) att skira forlangningen
av Py P, ien punkt O. (Om istéllet k£ hade varit storre an 1, s& hade vi dragit
ut P; P, pa andra sidan om P, och gjort motsvarande konstruktion dér.)

Satt ](—9_1_5“ = ¢, |(ﬁ| = R, och betrakta sedan trianglarna OP; P och
OP,P. Vinkeln 8 vid O ar gemensam for dessa, och eftersom bada innehaller
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vinkeln « (@’ = @ = «), sa ar trianglarna likformiga. Vi ser ocksd
att den aterstdende vinkeln blir 7 — a — 8: OP,P = OPP, =7 —a — .
Om vi betraktar forhallandena mellan de sidor i OP, P respektive O P, P
som star emot vinklarna «, 8 och m — a — f3, sa ger likformigheten att
R @ ¢

a+c b R’
dar alltsa b kan forkortas bort:

R c

a+c:R

Hir ar k (0 < k < 1) och a = avstandet mellan P; och P, givna. Ur de tva
ekvationerna ovan kan sedan R, ¢ och dirmed ocksa a + c¢ 16sas ut:

ak ak?

— — 2 — —
C:kRﬁR-—(a‘%’C)k—ak*‘kRﬁR—m, C-——m,

och

ve=af1 )2
eremeUTioe) T1-w

Vi ser alltsd att varje punkt P som uppfyller If’_f_’; | =k ]P_Pgl ligger pa
cirkeln C med radien R = ak/(1—k?) och medelpunkten O, dir O &r entydigt
bestimd av att ligga pa avstidndet ¢ = ak?/(1 — k?) frén P, pa rita linjen
genom P; och P,. Och det ar _i_n_t)e svart att 6vertyga sig om att alla punkter
P pé denna cirkel uppfyller |PPy| = k |PP|.

Fran R/(a+ ¢) = ¢/R foljer det ocksa att

|OP,| - |OF) = c(c+ a) = B2,

vilket betyder att P, och P, dar spegelpunkter med avseende pacirkeln C.

SLUTSATS. For gixﬁ> olika pll_r}l){ter P, och P, utgdr méngden av de punk-
ter P som uppfyller |PP;| = k |PPs| &r en "cirkel”, vilken har P, och P, som
spegelpunkter.

Da 0 < k < 1 ligger P, inuti cirkeln medan P; ligger utanfor, da k£ = 1
dr ”cirkeln” lika med mittpunktsnormalen till P P,, och d& k > 1 ligger P,
innanfor och P; utanfor cirkeln.
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Vara ”cirklar” ser ut ungefar sa hér for olika virden pa k:

Dessa kallas for de Apolloniska ”cirklarna” hérande till spegelpunktsparet
(P1, P,), efter den grekiske matematikern Apollonius fran Perga (cirka 262 —
190 f.Kr.), som annars dr mest kind for ett beromt arbete om kigelsnittsteori.

Om vi istallet startar med en cirkel C som har sin medelpunkt i @ och
radien lika med R, s kan vi vélja nagot spegelpunktspar (P, P,) med P,
inuti C. Med tidigare beteckningar &r ddrmed ¢ = |OP,] givet, och hirur fas

L _c_lon]
"R R

Den Apolloniska cirkeln hérande till spegelpunktsparet (P, P;) och detta
varde pa k kommer da att bli just C.

Vi ser darmed att varje "cirkel” C kan skrivas pa spegelpunktsformen
ey ey
C={P||Ph|=Ek|PP|},
dar (P, P,) ar spegelpunkter med avseende pa C och 0 < k < oo.
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Identifierar vi vart plan med det komplexa planet, s& far vi f6ljande re-
sultat.

SATS. Varje cirkel” i kompleza planet kan skrivas pa spegelpunktsformen

dir z1, z dr spegelpunkter och k dr en positiv konstant. Om k = 1 ar
Ycirkeln” en rdt linje, annars en vanlig cirkel.

Omudnt, om z, # zy dr godtyckliga kompleza tal och k dr ett positivt tal,
sd dr den geometriska tolkningen av ovanstdende ekvation en ”cirkel” med
spegelpunkterna z; och z.

Vi ar nu redo att bevisa huvudsatsen 1 detta avsnitt.

SATS. Mobiusfunktioner avbildar ”cirklar” pd ”cirklar”, varvid spegelpunk-
ter overgar i spegelpunkter. Eller mera precist:

— s b _
A =/<:ochw=m(z)=az+ EUM:K
zZ— 2 cz+d w — m(z2)
for ett visst positivt tal K.
Bevis. Lat oss forst berakna inversen till
w— az+b
Ccz+d
Genom att multiplicera upp ndmnaren fas
zrewtdw=az+b < z(cw—a) =—-dw+Db,
det vill sdga
—dw+b . o - vy s .
2z = ———— —som alltsd ocksd ar en Mobiusfunktion.
cw—a
Insatt i
b= Z— 21
Z — 29
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ger detta att

Lo |2mA| =duth _ 2 _ |mdw+b— cwz +az
2 — 29 =duth _ 7 —dw +b— cwze + azy
_|d+ezn)w— (a2 +b)| _|d+ca]| w—%jle—_;’;
T (d+ czp)w — (azg +b) d+ cz w—%f-j{g
_ld+cz| Jw—m(n)
Cd+czm| |w—m(z)]|’
eller
’UJ—-"I’I’L(Zl) -k d+CZQ
w—m(z)| d+cz |’

I hogerledet har vi nu fatt en ny konstant, som vi kallar for K:

d+CZQ
d+CZ1

b

Kk

och ekvationen for bildfiguren blir da

w —m(z;)

w — m(zy) =K

Vi ser darmed att bildfiguren verkligen blir en ”cirkel” med spegelpunkterna
m(z;) och m(zz). D& K # 1 fas en vanlig cirkel, medan K = 1 ger en rét
linje. O
Antag nu att vi har en Mébiusfunktion w = (az + b)/(cz + d) med ¢ # 0
(sd att funktionen inte reduceras till ett forstagradspolynom). D4 kan vi
skriva
_wztb_a z-(-b/a)
S erd ¢ z- (=d/c)’
S& med « := a/c, 21 = —b/a och z, = —d/c kan var funktion alternativt
skrivas som

zZ—2z1

W= .
zZ — 29

Har ser vi att z = z; avbildas pd w = 0 och att z = 2, avbildas pd w = co.
Lat oss nu betrakta skaran av Apolloniska ”cirklar”

Z—21

=k, dar 0<k<oo.
zZ — 2o
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Dessa "cirklar” har z; och 2, som spegelpunkter, och enligt satsen ovan
avbildas de pa ”cirklar” i w-planet med 0 och co som spegelpunkter — det
vill sdga pa cirklar med origo som medelpunkt.

Detta ses ocksa omedelbart ur

z—z w
L=k l—‘zk = |w|=k|al.
z— 2 «
. Z— 21 ZoW — QZy
Inversen till w=«- gesav 2z=-————m——,
z— 2 w—
och man ser att w =0 = 2z = z; och w = 00 == 2z = 25.
LAt oss i w-planet rita de koncentriska cirklarna |w| = R (som alltsa

motsvarar de Apolloniska |z — z1|/|z — z2| = R/|c|) och alla riita linjer genom
origo; de senare skar naturligtvis cirklarna omkring origo ortogonalt.

Eftersom varje sadan rat linje gar genom w = 0 och w = oo, s& avbildas de
pa cirklar i z-planet som gir genom z = 2z; och z = z;. Da M&biusfunktioner
ar konforma (d.v.s. vinkelbevarande) overallt, s& kommer denna cirkelskara
i z-planet att skdra de Apolloniska cirklarna vinkelrdtt, sa att vi far tva
ortogonala cirkelskaror i z-planet:

Tjusigt - ELLER HUR?




11. Exempel pa konforma avbildningar

Lat oss héar titta pa nagra standardavbildningar som det kan vara nyttigt
att kdnna till.

1. Halvplan pa enhetsskivan och vice versa.

>3

C

/

7

Halvplanets rand &r en rdt linje L, som ska avbildas konformt pa en-
hetscirkeln C = {w € C | |w| = 1} i w-planet. Det &r darfor naturligt
att prova med en Mobiusfunktion. Lat z; och 2o vara spegelpunkter med
avseende pa L, dar z; ligger i det halvplan som ska avbildas pa enhetsskivan.
Vi kan skicka dessa till spegelpunkterna 0 och co med avseende pa C' genom
att ta z — z; som taljare och z — 2 som nidmnare:

o zZ — Z

w = . .
Z — Z9

Eftersom L &r en rét linje maste bilden bli en ”cirkel”; eftersom denna har
0 och oo som spegelpunkter maste det dessutom vara en cirkel med 0 som
medelpunkt. I vart fall &r det dessutom uppenbart att

2€L <= |z—zn|=|z— 2| <= |w =1,

sa L avbildas faktiskt pa just C. Vidare ar det klart att

o . 2 — 21

z pa samma sida om L som z; = |w| = <1,
z— 29
o . —

z pa samma sida om L som z, = |w| = > 1,
) zZ — 2y
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vilket innebdr att halvplanet innehallande z; avbildas pa insidan av C (d.v.s.
enhetsskivan), medan det halvplan som innehéller z; avbildas pa C's utsida.

Inversa avbildningen fas genom att 16sa ut z:

z—Z1
w= = wz—wa=2z—2 < zZlw—1)=zw-—2
z— 29
ZoW — 21
= = —
w—1

Specialfall: Owvre halvplanet pd enhetsskivan och tvirsom. Som spegelpunk-
ter till reella axeln kan vi ta =44, dar alltsa -+i ligger i 6vre havplanet. Enligt
ovan kommer da .
z—1
w = ,
zZ+1
att avbilda 6vre halvplanet pa enhetsskivan, medan inversen

Y= 1+w
Cl-w
avbildar enhetsskivan i w-planet pa 6vre halvan av z-planet. Det ar alltsa
enkelt att ga mellan 6vre halvplanet och enhetsskivan.

Om vi byter z och w mot varandra, sa foljer det att

1+ 2
1-—2z

W =1

avbildar enhetsskivan i z-planet pa 6vre halvan av w-planet. Lat oss for skojs
skull kontrollera detta genom att sitta in nagra punkter:

z=1= w = o0;
A+d 141 140 . 2

kit gy A v A

z2=—1= w=0;

PN Sk P Sl ek N
1+i  1+i 1—i 2

z=0= w=1.
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Bilden blir darfor:

v
A
T+ Z
A= 1__‘“‘—2'

> X

i v S>-Y>—>>>—{ P> U
-1 - / ‘S% -1 7

/!

-t

2. Vinkelomrade pa dvre halvplanet. Vi vill hiar avbilda vinkelomradet D =
{z € C| B <argz < B+ a} konformt pa Gvre halvan av w-planet:

v ar

A A
//
aws= ¢
A )/‘\“

Observera att om z = 7 - e multipliceras med €??, s& fas

ety =r . 0+e)
vilket innebér att vektorn z vrids med vinkeln ¢.

Vi borjar med att vrida vart vinkelomrade s& att ena vinkelbenet kommer
att sammanfalla med positiva reella axeln — d.v.s. vi vrider med vinkeln (—£)
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genom att sitta wy 1= e ¥z

4
N

>R

\ ty - ¢

; | /1'-_\? o \\47

v
*

Bildomradet blir da Dy = {wy € C | 0 < argz < a}, och vi vill sedan
avbilda detta pa Gvre halvplanet {w € C | 0 < argw < 7}, d.v.s. vi vill
forstora vinkelintervallet (0, ) till (0,7). Det kan vi gbra genom att sitta
w = (w)™?, ty

w €D < wi=r-e?med0<r<oococh0<f<a

ger att
T/a o i O
w = (w)"*=7r"%¢e%a med 0 < |w|<oooch0<argw=— <,
o

sa bildméangden blir faktiskt hela 6vre halvplanet.
Tillsammans far vi

zrw =e P g w = (w)" =

7/

dar principalgrenen av 2™ avses.

Specialfall: Forsta kvadranten pd ovre halvplanet. Hér ska vinkeln /2
fordubblas till 7, vilket gors genom att sitta

w=z°.
3. "Cirkel”-tvahorning pd dvre haluplanet. En ”cirkel”-tvahorning &r en

tvahorning som begrinsas av tva ”cirkel”-bagar — vinkelomradet ovan &r ett
exempel med hornpunkterna 0 och oo.
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Lat oss kalla vara hérnpunkter for z; och zj.

Idén ar att vi ska reducera oss till foregaende fall genom att skicka z; till
0 och z till co med hjalp av Mobiusfunktionen

Z— 2
wy =

2 — 29

”Cirkel”-bagarna som begriansar ”cirkel”-tvahorningen avbildas da pa nya
"cirkel”-bagar — men eftersom dessa gar genom oo, sa maste de vara rita
linjestycken:

4 v,
A i\
24 F? oo
-2
AT s A |
P ® ,
21"’0
>R 7 > £«

Detta innebar att bildomradet i wy-planet ar ett vinkelomrade, sa sedan
kan vi fortsatta som vi gjorde tidigare och sétta

8= on (2—2\""
w=e "a (wl)w/a = e s . 1 '
Zz— Zy
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4. Cirkelsektor pa dvre halvplanet. Har vill vi avbilda cirkelsektorn D =
{zeClz=r-¢?med0<r < Roch0 <6 < a} (dir o ir nigon vinkel
mellan 0 och 27) pa 6vre halvplanet {w € C | Imw > 0}.

ol v

F\\ /

\
?et'o( /
/ =7
T / R st

b %
R

Byt forst vinkeln o mot 7 genom att sitta w; = 2™/*. Med z = r - ¢? blir
da

o3

wy = ™% ¢

diar 0 < |uwq| < R™® och 0 < argw, < & < 7, s& att vi far en halvcikel i

«
6vre wi-planet med radien R™/® eller ekvivalent en ”cirkel”-tvahorning med

hornen i +R™/;

7 Y,
A A
?et'e(
4, = 27/"/et
T ’T/
o L4
’ \\ ¢ >)</-\> ht \/-\ 4,
-7 - 2% o0 | R 77 s oo

Sedan kan vi fortsitta som i punkt 3: skicka t.ex. w; = —R™“ till 0 och
wy = R™® till co genom

w, = W H BT e Rl
2= wy — Rr/a - or/a _ Rmja’
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wy = 0 avbildas d& pa wy = —1, och det réta linjestycket {w; € C | —R™* <
Rew; < R™% och Imw; = 0} avbildas pa negativa reella axeln i we-planet.

Eftersom den rita vinkeln vid w; = —R™® bevaras, s& innebir detta att
bilden av halvcirkeln i wq-planet blir tredje kvadranten i wo-planet:

Va

-7
< ¢ /002
Va
A
A

Vi kan dérefter avbilda tredje kvadranten pa den férsta genom att vrida
med vinkeln (—7) — d.v.s. vi satter

]

wz =€ 7IF'Ll)g = —Ws

Slutligen avbildar vi forsta kvadranten pd 6vre halvplanet genom att kvad-

rera: y y 9
e s 9 27l 4 pr/e
W= Wy = (_‘U)z) = Wy = (W) .

Om vi istallet vill avbilda cirkelsektorn pa enhetsskivan, s& kan vi fortsét-
ta med att avbilda ovre halvplanet pd enhetsskivan som i punkt 1.

5. Halvbandet D ={z € C|Rez <0, 0 < Imz < 7} pd dvre halvplanet.
Lat oss forst undersoka hur exponentialfunktionen avbildar D genom att
se hur D:s rand avbildas under w; = e*:

z=z+i0med —co<z< 0= w1 =" =" med 0 < ¢® < 1;
z=0+iymed 0 <y <m= w;, =e¥;
z =z + 1w dir = gar frdn 0 till — co => w; = 7" = —¢?,

dar — €® vaxer fran — 1 till 0.

Om man kontrollerar randens orientering sa ser man att bilden i w;-planet

89




blir halvcirkeln {w; € C | |w;] <1 och 0 < argw; < 7}:

/7] )

Sedan kan vi forsétta som i foregaende punkt: vi kan skicka hornpunkten

r._
N

)?X &,

wy = —1 till 0 och hérnpunkten w; = 1 till co genom Mobiusfunktionen
wy +1
Wy = )
w — 1

varigenom halvcirkeln avbildas pa tredje kvadranten i we-planet. Till slut
avbildar vi tredje kvadranten pa 6vre halvplanet genom att kvadrera, och far

da tillsammans
w1 2_ ef+1 2_ e#l? 4 em212 2
T \wy—1)  \er—=1)  \e#/2—e2/2
2\ 2 .
= (coth —) .
(CO 2

6. Yiteromradet till slitsen {z € C| =1 < Rez < 1, Imz = 0} pd utsidan
av enhetscirkeln.

7 //j/
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Vi borjar med att skicka —1 till 0 och +1 till co med hjalp av Mobiusfunk-

tionen
z+1

z—1

w; =

Slitsen ar en del av en "cirkel”, och bilden blir darfér ockséd en del av en
"cirkel”. Eftersom

—1+=0, 0+ -1 och 41 o0,

s& blir bilden av slitsen lika med negativa reella axeln, och dess ytteromrade
avbildas pa ytteromradet till denna halvaxel, d.v.s. till

{w; € C| - < argw; < 7}.

Vi avbildar sedan detta omrade pa hogra halvplanet genom att halvera

vinkeln: X
1/2 z+1 &
wEwt =) o
sd att —% < argwp < §:
Vy
A £
s /
/—\

T T

For att avbilda hogra wy-planet pa utsidan av enhetscirkeln gor vi sedan
som i punkt 1 och skickar imaginira axelns spegelpunkter —1 och +1 till 0
respektive co:

wy+1 (g—_~1-)1/2+1:\/z+1+\/z—1
w2—1_(z_ﬂ)1/2,1 Vz+1l—+vz-1
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vilket ger den Onskade avbildningen. Lat oss dock forstka forenkla detta
grasliga uttryck genom att férlinga med ndmnarens konjugatkvantitet:

Ve+1l4+vVz—=1 Va+14++vz—-1 z4+1+2-1+2vV22-1
w = . =
Vz+1—+vz—1 Vz+1+vz-1 z+1—(2-1)

=z2+Vz2 -1

Inversen till denna funktion avbildar utsidan av enhetscirkeln pa yt-
teromradet till slitsen. Vi berdknar denna genom att 16sa ut z:

V2 —l=w—-z2=2-1=uw-2z2w+72° < 2zw=w’+1 <

_1w2+1_1 w—i—l
T2 w2 w)’

Byter vi z och w mot varandra s& far vi den s.k. Joukowskifunktionen:

1 +1
W= — -],
2 * z

Den har alltsa foljande avbildningsegenskap:

/ w22 d)
”/"\) -

A

Lat oss se efter hur Joukowskifunktionen avbildar 6vre halvan av detta
omrade i z-planet — d.v.s. D= {z € C|Imz > 0 och |z| > 1} — genom att
som vanligt undersoka hur randen L; U Ly U L3 avbildas, dar L, = {z € C |
—o0o<Rez< —-lochImz=0},Ly={z€C|z=¢¥, dir0< 0 <n}och
Ly ={z€C|1<Rez < ocoochImz=0}

Pa L, och L3 ar z = x = reell, sa dar blir w ocksa reell:

w=f(2) ;:-;-(Hl).

i
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Funktionen y = f(z) har uppenbarligen y = /2 och = = 0 som asymptoter,
och vi fir lokala extrempunkter genom

Ozf’(m)z%(l—-%) & 7=+1.

Déarfor ser grafen av f(z) ut pa foljande satt:

Yy
A (77)
lo1) 4 .
{-%0) - -
: — > X
o - l‘i,o)
— - -
- + 14,7
/7;)\ 1)

P& L, vaxer z frdn —oo till —1, och vi ser att w = f(z) da vixer fran
—oo till —1.
P& Ls vaxer z fran +1 till oo, och di vixer w = f(z) ocksd fran +1 till

0.
P& Ly, slutligen, ir z = %, s& dér blir

1. .
w= 5(6’9 +e %) = cos b,

som vaxer fran —1 till +1 da 6 avtar fran 7 till 0.
5S4 D:s rand L; U L, U Ly avbildas pa hela reella w-axeln, genomlopt frén
vénster till hoger, vilket innebdr att D sjélv avbildas pa dvre halvplanet.

L&t oss darefter underséka hur Joukowskifunktionen avbildar évre halvan
av enhetsskivan, d.v.s. {D={z€ C||z] <1loch 0 < argz < w}. D:s rand
ar LUC,déar L={(z,y) e R? | -1 <z <lochy=0}och C={z=¢"|

0<8<m}.
w—1 :z:+l
S 2 )’

Pa L ar
D4 x gér frdn —1 till 0, gdr w enligt figuren ovan fran —1 till —co, och d& z
gar frén 0 till 1 gar w fran 400 till 1.

93




Pa C ar ]
w=3 (ew + e_w) = cosf,

som gar fran +1 till —1 d& 6 gér fran O till 7. Detta ger féljande figur:

4 v

L.
MO 7

Om man tillampar hégerhandsregeln pa bilden av D:s rand — som alltsa
utgors av reella w-axeln genomlopt fran hoger till vanster — sa ser man att
D avbildas pa den undre halvan av w-planet.

Tillsammans far vi:

7. Halvbandet D = {z € C | —n/2 < Rez < w/2 och Imz > 0} pd dvre
halvplanet.

Variant 1. Flytta forst halvbandet /2 enheter till hoger genom att sitta

T
’LU1:Z+§.
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Genom att sedan vrida det nya halvbandet vinkeln 7/2 fas halvbandet i

punkt 5:
T
Wy = ¢l 2w1 1w —zz+z—2—

4
(U1 ’UZ

A /\ A

L~ .
/ PR — (/7-
v Ay, =z¢§l‘ T iy =it \\\\
o N 4 >
X 7 za,

- 2;/.2 Tr 442

Sedan fortsdtter man som i punkt 5.

Variant 2. Borja istdllet med att flytta det givna halvbandet —/2 enheter
till vinster genom att satta wy = z—m/2, och vrid sedan den erhallna figuren

vinkeln —7/2 genom wy = e/ 2w = —i(z — 7/2) = —iz +in/2:
o v, Va
A A A
IS
L 7= 2~ Wl uz swi
-~ Py TV ~—~ ’ \
A N
Y, ¢ > X ¢ / \ >4
-7/ 779 -7 Uty 2

Bilden D, i ws-planet blir alltsa det horisontella halvbandet {w, € C |
Rez > 0och 0 < Imz < 7}. Lat oss hdrnédst avbilda D, med hjalp av
exponentialfunktionen:

ws = ev? — e—zz+z7r/2 = e % .

95




Genom att som vanligt understka hur D:s rand avbildas, si ser vi att bild-
méingden i ws-planet blir {ws € C | Imw; > 0 och |w;| > 1}

v
2 Wy
A

A
W
ex < e * /
4 /\J—l

-7 +7

L

Det onskade slutresultatet fas sedan med Joukowski:

L + 1 l(ie_iz ie'?) 1(6” e %) = si
w==1{w —_ e — fr— —_— —= Sin z.
2\ " ws 2 %

Vi har alltsd visat att sinusfuktionen avbildar halvbandet {z € C |
—m/2 < Rez < w/2 och Imz > 0} pa Ovre halvplanet — vilket stdimmer
overens med ett tidigare resultat fran avsnitt 9.

Tillimpning. Lat oss utnyttja detta resultat for att 16sa féljande Dirichlet-
problem:

.

Bestdam en funktion g(z,v) som uppfyller Laplaces ekvation i D =
{(z,y) € R®* | 0 < z < w/20chy > 0} och som har féljande

randvarden:

9(0,y) =1  day>0,
g(z,0) =3 da 0 <z <m/2,
g(0,y) =3 da y > 0.

D ar alltsa bara hogra halvan av det halvband som vi tittade pa ovan,
men 1at oss dndock gissa att koordinattransformationen w = sinz ger en

forenkling!
Lat oss som vanligt se hur D:s rand avbildas.
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Da z = iy, dar y avtar fran oo till 0, ar

1 1
w = sin(iy) = 5 (eV —e¥) =i §(ey —e¥) =14 sinhy,
i
dar sinh y avtar fran oo till 0.
D& z = z, dar z véxer fran 0 till 7/2, sd & w = sinz, som vaxer fran 0
till 1.
D& z = w/2 + iy, dir y véxer fran 0 till co &r

1., ; 1
w = sin(w/2 + iy) = '2—;(62“/2 eV — T2 oY) = Z(ie_y +ie¥)

1
= E(ey + e ) = coshy,

som vaxer fran 1 till co.
Sa bilden av halvbandet under sinusfunktionen blir forsta kvadranten
{we C|Rez >0 och Imz > 0} i w-planet:

3’:/‘//7 J=3 J7 v

,\‘/‘_J >x/\————4f—»—6\—»—>/u
97 Wy J=3 79°3

Sedan tidigare minns vi att sin(z + 4y) = sinz coshy + i cos zsinh y, sa
uttryckt i reella koordinater ges koordinattransformationen av

oS

u = sin z cosh v,
v = cos x sinh y.
Det transformerade Dirichletproblemet blir darfor:

Ag=20 dad u>0ochv >0,
g(0,v) =1 dav>0,
g(u,0)=3 dau>0.
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For att hitta en 16sning till detta problem observerar vi att logaritmfunktio-
nen
logw = In|w| +jargw

kan goras entydig i forsta kvadranten genom att man véljer att ge argumentet
virdena 0 < argw < 7/2 dér. Eftersom logw &r ér analytisk i detta omrade
sd foljer det att imagindrdelen argw &r harmonisk i samma méngd. Nu &r

arg(0 +iv) = 7/2 dd v > 0, och arg(u +¢0) =0 da « > 0,

sd argw har inte riktigt de onskade randvardena. Men det kan vi enkelt
atgirda genom att satta
4 4
g(u,v) =3 — —arg(u + i) = 3 — — arctan (3> :
s T u
vilket alltsa ar losningen i wv-planet. Losningen till originalproblemet fas
sedan genom att gé tillbaka till z- och y-variablerna. D4 blir

v cosxsinhy
— = —————= =cotz - tanhy,
u  sinzcoshy

och 4
g(z,y) =3 — - arctan(cot z - tanh ).
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12. Exempel pa randvirdesproblem

L&t oss nu anvanda vara kunskaper om konforma avbildningar for att
16sa ytterligare nagra randvérdesproblem for 16sningar till Laplaces ekvation.
Som exempel pa tillimpningsomraden kan foljande tre ndmnas.

1. I den teoretiska elektrotekniken lir man sig att det elektriska faltet B
ar lika med minus gradienten av en potentialfunktion V:

E = —gradV,
och att V uppfyller Laplaces ekvation i ett laddningsfritt omrade:
AV =0.

Vidare ar potentialen konstant pa en elektrisk ledare, och detta faktum
kommer att ge oss konstanta randvérden i de foljande exemplen.

2. Jamviktstemperaturen T' (som alltsa definitionsmaéssigt ar tidsoberoen-
de) uppfyller Laplaces ekvation:

AT =0.
Viarmeflodet () ges sedan av
Q= —kgradT,

dar k ar en positiv konstant. (Minustecknet visar att vérmen strommar
fran hogre till lagre temperaturer.)

3. For en strommande vatska ges flodeshastigheten V' som gradienten av
en potentialfunktion ¢:
V = grad ¢,

dar

Ag =0

om stromningen dr inkompressibel och virvelfri.

1. Bestdm en harmonisk funktion g(x,y) i enhetsskivan som dr lika med 1
pa ovre halucirkeln och lika med —1 pa den undre!

99




Tillampningar. Betrakta enhetscirkeln som tvirsnittet av en cylin-
der, som egentligen bestir av en 6vre och en undre cylinderhalva.

1. Elektrostatik. Lat cylinderhalvorna vara elektriska ledare, dar
den Ovre har potentialen +1 och den undre potentialen —1. Vad
blir den elektrostatiska potentialen mellan dessa bada ledare?

2. Virmeteori. Temperaturen i den 6vre cylinderhalvan dr konstant
lika, med +1, och i den undre konstant lika med —1. Bestdm
temperaturen mellan cylinderhalvorna!

Vi forenklar detta problem genom att avbilda enhetsskivan konformt pa
det 6vre halvplanet. Denna avbildning gicks visserligen igenom i borjan av
det forra avsnittet, men eftersom vi hunnit glémma detta kan vi resonera
som foljer.

Enhetscirkeln skall sé,ledes avbildas pa en rit linje — némligen Leella axeln

oss t.ex. skicka z = —1 till w; =0 och z =1 till w; = co genom
we = z+1
T -1

Vi vet att bilden ar en ”cirkel”, och eftersom den gar genom oo &r det fraga
om en rat linje. En punkt pa denna ar w = 0; for att bestdmma linjen récker
det sedan med att hitta ytterligare en punkt. Sétt t.ex. in z =

1+1 1+i 1+4i 2

A T DT B R

.

1

4
[’H"l- . Z+7

| -
,////.__5 /'N//
s

v
A

H,U\L/Q / e

Bilden av enhetscirkeln genomlopt i positiv led blir alltsd imaginira wy-
axeln genomlépt uppat. Darmed kommer enhetsskivan att avbildas pa véns-
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tra wi-halvplanet. For att fa det 6vre halvplanet vrider vi sedan med vinkeln

(—m/2):
w= ey = —jwy = —i - 2t =1- 1+z.
z—1 1-2
Lat oss satta in nagra punkter for att kontrollera att denna avbildning gor
det som den ska: '

z=1= w =00,

U Co 0 S S
FErEEETIT T T e T
z=—-1=w=0,
EURTITS Sl N e B R
TTTYEY T TS T e T
P‘r
A
oy 1/
‘7z 449 = 0
X Yy LD ST A
J=7 g=-7

Speciellt ser vi att den 6vre delen av enhetscirkeln avbildas pa negativa
reella axeln, medan den undre delen avbildas pa positiva reella axeln.

Vart problem i de nya koordinaterna bestar dirmed i att hitta en funktion
g(u,v) som uppfyller f6ljande:

Ag=0 dav>0

+1dau<0
,0) = ’
9(x,0) {—1 da u > 0.

Nu vet vi att argw ar harmonisk (d& w # 0), och vi kan gora denna funktion
entydig i 6vre halvplanet genom att kriva att 0 < argw < « dér. Da blir

0 da u >0,
T da u < 0.

arg(u +10) = {
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For att fa de foreskrivna randvardena satter vi
2
g(u,v) = - arg(u +iv) — 1

— f6r da blir

(1,0) = 0—-1=-1 dadu >0,
T =V2. 0 1241 dau<o.

T

Lat oss paminna om att 0 < arccot a:d <7 dd —0o <z < o0

Detta visar att nar vi befinner oss i 6vre halvplanet (med 0 < argw < 7)
ar det lampligt att uttrycka arg(u + sv) som

: u
arg(u + fv) = arccot (—) .
v

Dérmed blir
2 U
g(u,v) = —arccot <—) - 1.
v v
Sedan aterstar det att ga tillbaka till z- och y-variablerna. Vi har
1+z . (I+z)+iy (1-z)+iy

urw=t g = (1-—2z)—iy (1—2z)+1y
:i.l—xQ—y2+i-2y: —2y 4l 1—z2 —¢?
(1-=z)?+y? (1—=)%+y2 (1—z)?+y*
s att
—9y

v 1z g
Vi far alltsa foljande SVAR:

2 —2y
g(.’l?,y) = ;arccot (m) —1.

Kontroll av randvirdena: DA (z,y) gar mot dvre halvan av enhetscirkeln
ar y > 0 medan 1 — 2?2 — 32 — 0+, vilket betyder att

2 2
g(m,y)—)%arccot(——oo)—1:;-%—1:2—1_—_1_
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Om (z,y) istéllet gdr mot den undre halvan blir enda skillnaden att y < 0,
och da far vi istallet

2
g9(z,y) = —arccot (+o0)—=1=0-1=—1.

2. Antag att 0 < 2R; < Ry, och lat
D={(z,y) ER’ | (z — Ry)® + 3% > R? och (z — Ry)*+ ¢* < RZ}.

D4 begrénsas D av cirklarna C) = {(z,y) € R? | (z — R;)? = R?} respektive
Cy={(z,y) R | (z - Re)* +9* = Ri}:

4

dar a och b ar givna konstanter.

Tillampningar. Vi har tvd cylindrar med den mindre inuti den
storre, och vi betraktar tvarsnittsytan D mellan dessa.

1. Elektrostatik. Cylinderytorna &r ledare, dar den mindre har po-
tentialen = a, och den storre potentialen = b. Vad blir poten-
tialen mellan dessa?

2. Varmeteori. Om temperaturen pa den yttre cylinderytan ar = a
och pa den inre = b, vad blir da temperaturen mellan dessa?
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Detta problem borde forenklas om vi kunde gora om cirklarna till rata linjer.
Eftersom réata linjer har oo som gemensam punkt, si maste vi skicka en
gemensam punkt for cirklarna till co — men det finns bara en sadan punkt,
namligen z = 0. Om vi vill att bilden av C; ska ga genom origo, s kan vi
dessutom skicka z = 2R; till 0. Den enklaste Mobiusfunktion som gor detta

ar
N zZ — 2R1

z
Vi vet redan att Co avbildas pa en rit linje genom origo. Lat oss sitta in en
punkt pa Cs, och se var den hamnar:

2Ry — 2R, Ry —R;
2 2R, R,

Detta betyder att Cy avbildas pa en rét linje genom punkten w = (R —
R;)/R;. For att fastligga bildlinjerna récker det sedan med att sdtta in
ytterligare en punkt fran var och en av cirklarna. Eller om man tycker att
det ar jobbigt att rdkna, sa kan man istillet resonera sa hér:

w

z reell = w reell, sd att z-axeln avbildas pa u-axeln.

Eftersom vara cirklar ar vinkelridta mot z-axeln och Mobiusfunktioner be-
varar vinklar, sa maste bildlinjerna vara vinkelrdta mot u-axeln, d.v.s.:

-
0\

Da den inre punkten z = Ry avbildas pd w = (Ry — 2R;)/R;, s& maste
den senare vara en inre punkt i bildomradet. Vi inser da att bilden av D
under w = (z — 2R;)/z ges av bandet

{wGC[O<Rew<—R—2————§l}.

Ry
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Det ursprungliga problemet har darmed transformerats till f6ljande problem
i uv-planet:
Bestidm en funktion g(u, v) som uppfyller

Ag=10 d50<u<§%&,
2

9(0,v) =a dd — oo < v < o0,

g(&}t?—fl,v):b dd —oo < v < oo.

Men det ar latt att hitta ett sadant ¢g: for godtyckliga konstanter A och B
ar det uppenbart att
g(u,v) = A+ Bu

satisfierar Laplaces ekvation, och sedan behéver vi bara vilja A och B sa att

R, — R -
a=g(0,v)=A och b=g< 2R2 2,v>:A+B-EZ—R—2—}il—,
d.v.s. R
A=a respektive B = E—f—R;(b —a).
Detta ger oss losningen
_ Rz . (b — a)
g(“’)”)_a’_'_ RQ_R]_ U

i u- och v-variablerna. For att 16sa det ursprungliga problemet aterstar det
att uttrycka u med hjalp av z och y:

z— 2R, Re ((3:——2Rl)+iy T — 1y
z z + 1y T — 1y

u = Rew = Re

22 — 2Rz + y? 2R
7% +y? 7% + 12

Sa det slutliga svaret blir

9(z,y) =a+

RQ-(b-a)_(l 2R1x>.

RQ—Rl _.’B2+'y2
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3. Los foljande randvdrdesproblem for Laplaces ekvation:

(Ag=0 iD={(z,y) eR|z2+y?><1ochy>0}
= ovre halvan av enhetsskivan,

$ g—;ﬁi =0 pa halvcirkeln {(z,y) € R? | 22+ y? =1 och y > 0},

10 da —1<z<0,
g9(z,0) = 0 d
\ aldl<zr<l,

ddar f betecknar den utdatriktade enhetsnormalen.

Tillimpning. Cirkelhalvskivan ses som tvarsnittsytan till en halv-
cylinder. Dess 6vre yta ar virmeisolerad, vilket betyder att varmeflo-
det genom denna yta ar lika med noll:

0=Q #=—kgradT -7 = —k 9T /0,

d.v.s. 8T/07 = 0 dar. Ena halvan av den undre ytan har tempera-
turen = 10, den andra = 0. Bestdm temperaturen i halvcylindern!

For att forenkla problemet skulle vi vilja rata ut halvcirkeln, sa att det
blir lattare att uttrycka normalvektorn. Halvcirkeln ges av z = €%, dér 6
vaxer fran 0 till 7, och det betyder att logz = 16 ar rent imagindr dar. Sa
14t oss prova med logaritmen!

logz =1In|z| +iargz

kan goras entydig dd Im z > 0, z # 0 genom att bestdmma a,tt'() <argz <7
dar. Eftersom
z =z +10, dir z véxer fran —1till 0 = w =logz = In|z| + i,
dér In |z| avtar fran 0 till — oo,
z=2x+10, dir z vixer fran 0 till 1 => w=1logz=1Inzx
som véxer fran — oo till 0,

z = €%, dir @ vixer fran 0 till 7 = log z = 46,

inser vi att bildomradet blir halvbandet
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{weC|0<Imw< woch Rew < 0}:

och att vart problem transformeras till

Ag=20 ddu<0och0<wv<m,
g(u,0) =0 dau<0,

gﬁ(O,v):O da0<wv<m,

glu,m) =10 dau<0.

Men hér ar det inte svart att gissa en l0sning: funktionen
g(u,v) =c-v (c= konstant)

ar naturligtvis harmonisk i hela uv-planet, uppfyller 9g/0u = 0 Gverallt, ar
lika med 0 d& v = 0 och lika med ¢-7 d& v = 7. S genom att valja ¢ = 10/7
fas 16sningen

10 10 10
g:—-v:——-—:[m logz:——- arg z
w i N
arctan £ da z > 0,
:? % déa;:O,

arctan 2 +7m  da xz <0.

4. Lat 0 < R < a, definiera cirklarna

C) ={(z,y) e R®? | (z +a)*+y*> = R*} och
Co={(z,y) €R* | (z - a)” +y" = R},
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och 14t till slut D vara ytteromradet till dessa bada cirklar, d.v.s.

D= {(z,y) € R | (z+a)? +y*> > R och (z — a)® +y* > R?}.

Los foljande Dirichletproblem i D: Bestdm en funktion g(z,y) som upp-

fyller
Ag=0
g=ac
g==0C

dar ¢; och ¢y ar givna konstanter.

M

' ||
(! AJ:

[

i D,
pé‘ Ol;
pé’ 027

(2

I 1 )‘x

Y/

|

N

9 :?‘z /74c G

Elektrostatisk tillimpning. Antag att vi har tva parallella och lika
tjocka ledare, dar den ena har potentialen ¢; och den andra potentialen
¢9. Vad blir potentialen utanfor dessa ledare?

.

Eftersom D inte ar enkelt sammanhingande kan vi omdjligt avbilda D pa

vart favoritomrade 6vre halvplanet.

Pastaende: Det ar fornuftigt att avbilda D pé en cirkelring (d.v.s. omradet
mellan tva koncentriska cirklar) {w € C | ry < |w| < rp} sa att C; avbildas

pa {|w| =71} och G5 pd {|w| =1} ,;

v

N
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Det kanske forefaller tveksamt om man kan gora pa det sittet, men ob-
servera att om C; och Cy vore tva Apolloniska cirklar horande till samma
par av spegelpunkter, sd hamnar vi i en situation som diskuterats i slutet av
avsnitt 10 — och dar sdg vi att vi kan astadkomma denna avbildning med
hjélp av en Mobiusfunktion.

Det transformerade problemet blir i s fall

Ag=0 dar <|w|<ry

g=a da |U)l =T,

g=cy da |w| = re.
Detta 16ses genom att man observerar att In |w| &r konstant da |w]| &r konstant
och dr harmonisk d& w # 0, eftersom In |w| = Re logw och logw &r analytisk

da w # 0; ddrmed &r dven g = A In |w|+ B harmonisk i var cirkelring. Sedan
aterstar det bara att vilja konstanterna A och B sa att

{Alnr1 + B = ¢,

Alnry + B = ¢,
d.v.s.
Cy — €1 cilnryg —cylnryg
Inrg —Inr;’ Inrg —Inmg

Dérmed har vi fatt 16sningen till problemet i u- och v-koordinaterna:

R R cilnrg —eylnry
21n(ry/r1) In(rq/r1)

For att losa ursprungsproblemet behdver vi alltsa hitta en konform av-
bildning av D pé cirkelringen {w € C | 71 < |w| < ro}. Eftersom det &r
fraga om cirklar och Mé&bius tar ”cirklar” till ”cirklar”, sa ar det naturligt
att forsoka med en Mobiusfunktion w = m(z).

Observera att cirklarna {|w| = 71} och {|Jw| = ro} har 0 och co som
gemensamma spegelpunkter, och darfor maste ursprungspunkterna m=*(0)
och m™*(oo) vara gemensamma spegelpunkter till C; och C,. Vi ska alltsa
hitta punkter z; och 2z som ar gemensamma spegelpunkter till vara cirklar.
Da dessa ligger pa de forlingda radierna fran medelpunkterna —a och +a pa
reella axeln, s& maste de vara reella: z; = —z, och 2y = 75 med z1,z9 > 0..
Och ténker man efter lite grann sa inser man att de bor vara placerade pa

g(u,v) In(u® + v?) +
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foljande satt:

v
A
% 4
01‘)’1 q-xz
et o Y e ]
f % A [ Y] a S )(
ca__ -xnd —— \ g
e - X Q"’l‘)(,

Spegelvillkoret med avseende pa C ger:
(a —z1)(a + 32) = R?,
och motsvarande for Cs:
(a—z9)(a+ 1) = R2

Det vill siga:
a’ + azy — ar; — 2172 = R?,
a? + azy — azy — 12 = RZ.

Andra ekvationen minus den forsta ger 2a(z1 — x9) = 0 <. 71 = z5. LAt
oss kalla detta gemensamma varde for z.

Sedan fas
2’ =a*> - R* <= z=+Va? - R2
Lat oss nu skicka spegelpunkten —z; = —+v/a? — R? till w = 0 (s& att in-
sidan av C; hamnar omkring w = 0) och spegelpunkten z, = v/a? — R?
till w = oo (s& att insidan av Cy hamnar omkring w = co) med hjalp av
Mobiusfunktionen
w = ? + va? — R?
z—+va? - R

Da kommer C; och Cy att avbildas pa cirklar i w-planet med w =0
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som gemensam medelpunkt, och vart omrade D blir omradet mellan dessa
cirklar: ’

q;-
A

For att bestimma radien r; kan man sétta in en godtycklig punkt pa C;
-tex. z2=—a— R:

—a— R++a? — R?
—a—-R—+Va - R?
a+R—-vVa®—R> +a+R Va+R—+Va-R

e+R+vVaa-R +a+R VatR++vVa-R
_Va+R—-Va+R Va+R—-vVa—R a+R+a—R—2/d>-R?
“VatR+vVa-R VatR—Va—-R a+R—-(a—R)

_a-V@-R _a /9_2__1
N R R R? '

Satter man istallet in z = a + R sa ger analoga rakningar att

r = |w(-a— R)| =

a a?
T2—§+ }—%5—1
Eftersom
1o Ju| = In z++a? - R? :11n<($+m)2+@/2>
z—vVa? - R2| 2 (z — Va? — R2)2 4 42

sa ger det tidigare hirledda uttrycket for g(u, v) att 16sningen till ursprungs-
problemet blir

g(z,y) =

Q-a ((a: ++va2 — R?)? +y2> Lo Inrg —colnm
2In(ro/71) " \ (2 — Va2 — R2)2 + 32 In(ry/r)
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med r; och r9 som ovan.

FORHOPPNINGSVIS har dessa exempel visat hur man i vissa enkla
randvirdesproblem for l6sningar till Laplaces ekvation med fordel kan anvén-
da sig av konforma avbildningar. Och flera exempel kommer att dyka upp i
de tilldimpade amnena.

SLUT
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