KTH Matematik
Olle Stormark

Tentamen plus 16sning i SF1649 Vektoranalys och komplexa
funktioner féor CMIEL 2009-12-17, kl. 14.00-19.00.

e Hjilpmedel: Handboken BETA och TET:s inplastade formelblad.

e Du som har fatt godként pa kontrollskrivning ¢ (dér ¢ = 1,2,3) far au-
tomatiskt full podng pa tal .

e Betygsgrinser: 24-26 podng ger betyget A, 21-23 podng ger betyget B,
18-20 poéng ger betyget C, 15-17 poéng ger betyget D och 12-14 poéng
ger betyget E.

e Om du har fatt 11 poang sa far du betyget Fx och har da mdojlighet att
gora en kompletteringstentamen. Kontakta Olle i sa fall. Mindre &n 11
poéng ger betyget F = underkant.

e Samtliga behandlade uppgifter skall férses med utférliga och tyd-
liga 16sningar! Bristande lasbarhet medfér poangavdrag!!

1. Vektorfaltet

_ (_ya Zz, O)
x? +y?

ar véaldefinierat utanfér z-axeln. Lat C vara cirkeln C = {(z,y,2) €
R3: 22 +y? = R?, 2 = 2z}, dér 29 och R > 0 dr konstanter. Beriikna
linjeintegralen

7{ F -dr,

c

déar C genomldps ett varv i positiv led runt z-axeln. (3p)

Losning: C parametriseras genom r = (Rcosf, Rsin#, zp), dir 6: 0 —
27, och da blir

(=Rsinf, Rcosb,0)
R2
= (sin?0 + cos®0) df = db,

F-dr =

- (=Rsin@, Rcosb,0) db

varfor

27
fF-dr: df = 2m.
C 0



2. Beriikna flodet av vektorfiltet v = (sin(yz),cos(zz), 2?) genom struten
S={(r,y,2) €eR3: 22 =22 +y2, 0 < 2z <1}, déir S &r orienterad med en
utatriktad normal. (3p)

Losning: Lat L vara locket {(z,y,2) € R3: 2% +y? < 1,2 = 1} till
struten. DA dr S+ L begrinsningsytan av kiiglan K = {(x,y,2) € R®: 22+
y? <22 <1,0< z < 1}. Divergenssatsen siger da att

// v-deS:/// diveo dV,

S+L K

//v-ﬁdS:/// divv-ﬁdV—//v-ﬁ,dS.
s K L

Eftersom divo =0+ 0+ 2z = 2z ar

// divodV = // / 2zdz | dxdy
2+y2<1 z 2+y
// 2 +y?) dxdy—/ / (1 —r?)rdrdd
2+y2<1 r=0J60=

r r
=2 —dr=2r|> - =L
7T/0(7’ r°)dr 7{2 4}0 5

Pa L ar ndS = (0,0,1) dzdy och v = (siny,cosx, 1), sa att

//v~ﬁd5://dzdy:L:sarea =7-12=n.
L L

Déarmed blir
T T
hdS =2 —jp=_——.
//Sv ndS > T >

3. Berdakna samtliga nollstéllen till den komplexa funktionen w = cos z, dar

sa att

z =z +1y. (3p)
Losning:
1 iz —1iz iz —1iz 21z
O:coszzi(e +e) = " =—¢ — e =-1

— 2iz=log(—-1)=lnl+i - (n+n-27)=i - (7 +2n )
:z:g—i—n-w, n=0,41,42,...

4. Harled formeln

rot (F x G) = (G -grad )F — (F - grad )G + FdivG — Gdiv F.

Ledning: €ijkegim = 0i10jm — Oimdji- (3p)



Losning:

[I”Ot (F X G)L = [V X (F X G)]Z = €ijk (F X G)k = €ijki€klmFle

aifj 8%—
JF IG
= (0:10jm — Oim0j1) (aijm + F, 9z, )
OF; OF; 0G, et
—= ‘G- Q.+ L _p "
&er] 8:5]- GZ+ Zal'j Ja’Ej
= G'i F;, —divF G; + F; divG — Fi G;
- jaxj K2 % 7 1 v ]81'] K2

= (GV)Fl — G;divF + F; divG — (FV)G,
—[(G-V)F-GdivF + FdivG — (F - V)G,

'

5. Lat C vara den positivt orienterade randkurvan till en yta .S med enhets-

normalen 7fi. Visa att
%rxdr:2//ﬁd5,
c s

dar r = ortsvektorn = (z1, z2, x3).

Ledning: Récker att visa att i:te komponenterna ar lika for ¢ = 1,2, 3:

ei~7{rxdr:2ei-//ﬁd5’.
c s

Observera ocksa att a - (b x ¢) = c¢- (a x b). (4p)

Losning;:

e;- ]{ rxdr = ?{ (e; x 1) - dr = {enligt Stokes}
c

c
= /rot(ei X 1) X 7ndS.
s

Har ar
€1 €2 e3
erxr=|1 0 0]|=(0,—x3,x2),
r1 Xo I3
och
€1 € €3
rot (e; X r) = |0/0x1 0/0x2 0/0x3| = (2,0,0) = 2ey;
0 —X3 )



7.

analogt fas

€1 €2 €3
eaxr=|0 1 0]|=(x3,0,—x1),
Iy T2 X3

€1 € €3
rot (ea X r) = |0/0x1 0/0x2 0/0x3| = (0,2,0) = 2eq,
I3 0 —X1

och rot (eg x r) = 2e3. Alltsa ar

ezw%rxdr://rot(eixr)~ﬁdS=2ei-//ﬁdS.
C S S

. Lt p, ¢, z vara cylinderkoordinater och 1&t A = V? vara Laplaceopera-

torn. Avgor for vilka heltal n som

Alp"e,) =0 da p>0.

Ledning: AF = grad div F' — rot rot F. (3p)
Losning:
v (0"e,) = = (- ) = (n 1) " =
P pdp

0
graddiv (p"e,) = ~~ ((n+ 1)p" ) e, = (n+1)(n — 1) 5" e,

dp
och
11 € res e,
rot (p"e,) = — |0/0p 0/d¢p 0/0z| =0,
varfor

A(p"e,) =(n+1)(n—1)p"%e, =0 <= n=+l1.

(a) Lat D vara enhetsskivan uppslitsad ldngs negativa reella axeln, det
vill siga D = {z € C: |z| < 1,—7 < argz < 7}. Bestdm en konform
avbildning av D pa forsta kvadranten {w € C: Rew > 0,Imw > 0}
i w-planet. (2p)
Losning: Argumentintervallet —m < arg z < 7 halveras genom w; =
21/2_ vilket ger |w;| < 1 och —7/2 < argw; < 7/2, det vill séiga hogra
halvan av enhetsskivan. Skicka sedan wy; = 7 till wy = 0 och w; = —3
till wy = oo genom Mobiusfunktionen

_wy—i 212

W2 = wy+1i 22417




Man ser att w; = 0 = w9 = —1; detta plus vinkelbevarande (eller
kolla flera punkter) visar att bilden i wo-planet blir den tredje kvad-
ranten. Den forsta fas genom att vrida vinkeln 7:
i—21/2

i— 22 i— z1/2
u = Re (i—l—zl/Q)’ v =Im <i+z1/2>'

Lo6s Dirichletproblemet

w=u+1w=e"wy = —wy =

sa att

Ab=0 iD,
p=1 pa cirkelperiferin {z € C: |z| = 1,—7 < argz < 7},
¢=0 pa ovan- och undersidan av slitsen, det vill sdga pa
{z € C: |z| < 1l,arg z = 7}, respektive {z € C:
|z| < 1,argz = —m}.

I svaret behover man inte uttrycka Rew och Imw med hjalp av
x=Rez ochy=1Imz. (1p)
Losning: I w-planet fas Dirichletproblemet

A¢p =0 da u,v >0,
¢=0dav=0,u>0,
¢=1dau=0,v>0,

med den uppenbara 16sningen

2 2 v
¢(u,v) = —argw = — arctan —.
7T i u

Sa svaret blir

2
¢(x,y) = — arctan Y
T u

Bestim potentialen mellan cylindrarna {(x,y, z) € R®: 224+y? < Ry}
och {(z,y,2) € R3: 22 + y? < Ry}, dir Ry < Ry, om potentialen
pa den inre cylindern ar konstant lika med ¢; och pa den yttre &ar
konstant lika med ¢s. (2p)
Loésning: logz = ln|z| + iarg z deriverbar da z # 0 = Re logz =
In|z| = 1/2 In(2? + y?) dr harmonisk d& (z,y) # (0,0). S& vi gor
ansatsen ¢ = a In(2? + y?) + b, och far

¢p1=a-2InR; +b (1)
¢2:a-21nR2+b (2)



P2 — P1
21D<R2/R1),
InRy-(1)—InR;-(2) = ¢d1 InRy—d2 In Ry =b(In Ry —In Ry)
_ ¢1InRy — g2 In Ry

(2) = (1) = ¢2 — ¢1 = a-2In(Ra/Ry) = a =

— b =
ID(RQ/Rl)
Alltsa blir
2 — P1 2, o, P1InRs —p2In Ry
= — -1
@ Y) = S Ry Y)Y TR

Motsvarande problem d& den inre cylindern ges av {(z,y, z) € R3:
(x — 1)? + y* = 1} (dir potentialen = ¢;) och den stérre ges av
{(z,y,2) € R®: 22 + y? = 9} (dér potentialen = ¢9) kan aterforas
pa problemet i (a) genom att man avbildar omradet mellan cirklarna
{(x —1)? +y? =1} och {22 + y? = 9} konformt pa omradet mellan
tva cirklar med medelpunkt i origo. Hérled en sadan avbildning samt
bestém radierna for bildcirklarna. (2p)
Loésning: Vi anvander en Mobiusfunktion w = m(z) for att avbilda
cirklar pa cirklar. Eftersom de koncentriska bildcirklarna har 0 och
oo som gemensamma spegelpunkter, sa maste urprungscirklarna ha
de gemensamma spegelpunkterna m~1(0) och m~!(00). Villkoret
for att dessa ska ligga pa samma forlingda radier fran respektive
medelpunkter ar att de ligger pa positiva reella axeln och alltsa ges
av (a,0 och (b,0), dar a, b satisfierar

(a—1)(b—1) =12,
ab =32

Forsta ekvationen visar att ab — (a+b)+1=1 < a+ b = ab,
som alltsa ar lika med 9, sa att b = 9 — a; insatt i den andra fas

9 81— 36
a(9—a)=9<:>a2—9a+9=0<:>a=§j: I
9+3V5
T2

Det vill saga

9+ 3v5
a:72 och b:7+2\[.

Vi véljer en Mobius som skickar a till 0 och b till co:

zZ—a




Da kommer bildcirklarna att ha 0 och oo som spegelpunkter, och
maste déarfor ha origo som gemensam medelpunkt. For att ta reda
pa bildcirklarnas radier sétter vi in limpliga randpunkter:

3-5

a
_0:> == ———,
’ RN FRY
6—(9—3\/5) —1—1—\/5 \/5—1
z:3:>w: = = — .
6—(9+3vV5) —1-+/5 V5 +1

3—vb 5—1
V3 och den yttre ar = V3 .
3+V5h

Sa den inre radien ar lika med



