CAYLEY-HAMILTONS SATS

Lat V vara ett vektorrum med dim(V) =n, och lat 7 : V — V vara en linjér avbilding. Et
egenvirde A till T definierar ett delrum E; C V med egenskap att 7'(V) = Av forallav € Ej.
Man kan séga att om v ir en egenvektor till A da &r

T (Span(V)) C Span(V).

Vi kommer att se att Span(V) &r ett exempel av en typ av delrum som kallas T-tinvariant
delrum.

Corollary 0.1. Lat V vara ett vektorrum av dim(V) = n, och lat T : V — V vara en linjdir
avbilding. Ett delrum W C V sdgs vara T-invariant om

TW)CW,dvsT(V)eW forallaveWw.
Exempel 0.2.  (a) {0},V,Im(T),Ker(T) ir exempel av invariant delrum.

(b) Lat T : R? — R vara avbildningen definierad av T (x,y,z) = (x+y,y +2,0). Man ser
att xy-planet {(x,y,z),z = 0} och x-axeln {(x,y,z),y = z = 0} dr T-invariant delrum.

Observera att om W C V dr T-invariant da dr Im(Ty ) C W. I detta fal kan man betrakta 7
som funktion fran W till W. Vi kommer att amvénda betekningen
TW W -=Ww

Sats 0.3. Lat W C V vara en T-invariant delrum och betrakta Tyy : W — W. Da gdiller att det
karakterstiskpolynom av Ty, pr, (L), delar det karakterstiskpolynom av T, pr(L).

Proof. Let {wy,---,w;} vara en bas till W. Vii kan forlinga den till en bas till V, B =
{W1, -+, Wk, Vkt1- - Vn}. Notice that

[T]p = ( %1 ﬁi )

dir A1,Ay € My« (R). Det foljer att:

A — Al A
prin =der (MM )y den(a - 21,0,

O

Sats 0.4. LdtV vara ett vektorrum av dim(V) =n och lat T : V — V vara en linjir avbilding.
Lit W = Span{¥,T(¥),T*>(V),T>(¥)...} for ndgra 0 # v € V och lit dim(W) = k. Da giiller
att:

(a) W dr det minsta T-invariant delrum som innehdller V.
() {(¥,T(¥),T>@),..., TV @)} utgor en bas till W.
(©) OmagV+a1T(V) +... +ar_ T )+ TX¥) = 0 da ar

DTy (A) = (—l)k(ao +aA+... —|—ak,17tk_1 —I—)Lk).
Proof. (a) Uppgift.

Lrr —ToTo- 0T r ganger,



(b) Eftersom v # 0, ir {V} linjdrt oberoende. Antar att j dr det hogsta heltal sadant att B =
{%,T(¥),T?(¥),...,T/~1(¥)} dr linjirt oberoende. Notera att 1 < j < k. Vektorerna i
B utgér en bas till Z = Span(v,T (¥), T?(¥),...,T/=1(¥)) C W. Dessutom ir T/ (V) € Z
for att vektorerna {V,T (¥), T2(¥),...,T/=1(¥),T/(¥)} ir linjirt beroende.
Latw € Z, dé finns det ¢1 ...cj—1 € R sidana att:
e+ T(V) +eaT*(F) +...+c; T H(F) = w.
Da giller att:
T(W) = ;T (%) +c1T*(¥) + 2T (%) + ... +¢;_1 TV (¥) € Z.

Det foljer att Z dr ett T-invariant delrum som innehaller V och da ar W C Z, enligt (a).
Detta visar att Z =W och visar (b).
(¢) Betrakta basen B fran (b) och lat

agVi+arT (%) + ...+ a T () + TH@) =0

Observera att:

00 ... 0 —q

1 0 ... 0 —a
[Twls =

00 ... 1 —ai—1

som har karakteristiskpolinom:
prv(A) = (1) a0+ @A+ ... +ag 1 A 425,
0

Sats 0.5. (CAYLEY-HAMILTON) Lat V vara ett vektor rum av dim(V) =n, ochlat T : V —V
vara en linjér avbilding. Da satysfierar T det karakteristiska polynomet Pr(A). Detta betyder
att om Pp(A) = ap+a A + ...+ a, A" da dr

aol +a1T +...+a,T" =0, d.v.s den noll-avbildning.
Detta betyder att (apl +aT + ...+ a,T")(¥) =0 for alla vV € V.
Proof. Om ¥ =0 d& dr (ao+a;T +...+a,T")(¥) = 0. Lat ¥ # 0. Lat W vara den minsta

invariant delrum som innehaller V. Antag att dim(W) = k. Da finns det ¢y, ..., c;_; sadana
att: TH(V) = —coV— ... — cx_1 TF~1(¥). Sats 0.4 (b) ger att

prv(A) = (=D (co+ ..+ e 1 AT £ 2K),
Detta betyder att:

—

PTW(T(V)) = (—l)k(C()Ik +... —f—Ck_lTkil + Tk)(\_/") =0.
Enligt Sats 0.3 delar pr, (1) polynomet pr(A), d.v.s:

pr(A) = g(A)pry, (1)



och da
pr(T(¥)) = (T (V) pry, (T (¥)) = g(T(¥))0 =0.
O

Exempel 0.6. Betrakta T : R — R?, T'(x,y) = (x+2y, —2x+). Matrisen till 7 med avseende

till den standardbasen ir:
1 2
[T]B =A= ( 2 1 )

Det karakterstiskpolynom &r Pr(A) = A? —2A + 5 och da siger Cayley-Hamilton satsen att:
Pr(A) =A%*—24+55L=0.
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