Losningar till tentamensskrivning i kompletteringskurs Linjar Algebra, SF1605,
den 10 januari 2011,kl 14.00-19.00

1. (3p) Visa med hjilp av ett induktionsbevis att

Z”: 1 _n
mm+1) n+1"

m=1

Losning: Formeln ar uppenbarligen sann nér n = 1 eftersom formelns vanstra led
da ar lika med 1/1(1 4 1) vilket ju &r lika med formelns hogra led néar n = 1.

Vi visar nu att implikationen

i 1 n . ’il 1 n+l
m(m+1) n+1 mm+1) (n+1)+1"°

m=1 m=1

ar giltig for alla naturliga tal n > 1.

Vi finner nu att

’il 1 _Z": L 1
—mm+1)  Zmm+1) (n+1)n+2)’
och alltsa om
z”: 1 _n
= mm+1) n+1’
sa har vi att
’il Lo 1 onn+2)+1  (n+1)?  n+1
Smm+1) n+l (n+1)(n+2)  (n+1)n+2) (+)n+2) n+2]

Eftersom nu bade implikationen, dvs ”induktionssteget”, och ”bassteget” ar visade
sa ar formeln sann enligt induktionsprincipen.

2. (3p) Lat C beteckna matrisen

201 3
4 2 3 3
C= 021 -3
6 4 5 3

Snittet mellan matrisens kolonnrum och nollrum utgor ett delrum L till R*. Bestim
en bas for L.

Losning: Vektorn § = (y1, y2, y3, y4)” tillhor C:s kolonnrum om och endast om
y=Cz,

for nagon vektor T = (x1, z9, 73, 4)7 1 R*. Vidar s tillhor § matrisen C:s nollrum
precis da
Cy = (0,0,0,0)" .



Vi har alltsd att undersoka om det finns nagon vektor T = (zy, 29, 23, 24)7 sddan
att
C(Cz) = (0,0,0,0)" .

Matrismultiplikation ar en associativ operation och vi kan da borja med att berdkna
C2
22 14 18 12
34 22 28 18
—-10 -6 -8 —6
46 30 38 24

CC =

och 16ser systemet C2Z = 0:

22 14 18 120 2 2 2 0]0
34 22 28 180 4 4 4 0]0
~10 -6 -8 6|0 || -10 -6 -8 —6|0 |~
46 30 38 240 6 6 6 00

1 1 1 0]0 11 1 010 1 110|0
-10 -6 -8 —61|0 -4 0 -2 —610 201 3]0
Losningen ges alltsa av

Ty =1,r3=8,T9=—t—85,% :_—t+_—s,
1 3 2 4 3 3

dar s och t ar godtyckliga reella tal.

Vi sokte emellertid vektorerna ¢ i kolonnrummet som gavs av y = CZx, och en bas for
det delrum som bestod av alla dessa kolonner. Med (¢, s) = (1,0) resp (¢,s) = (0, 1)
far vi en sadan bas:

7 = C(1,-1,0,-2/3)" = (0,0,0,0)",

resp
72 = C(0,—1,1,-1/3)" = (0,0,0,0)" ,

och den slutsats vi kan dra ar att snittet mellan matrisens nollrum och kolonnrum
bara bestar av nollvektorn.

. (3p) Betrakta vektorrummet P vars vektorer &r polynomen i variabeln ¢ med koef-
ficienter som ar reella tal. Med hjalp av den inre produkten

(F(0) 190 = [ F(oyg(tnas

kan vi, pa sedvanligt sétt, inféra en metrik i P. Lat L vara det delrum till P som
spanns upp av polynomen t och 1 + t2. Skriv nu vektorn 1 som en summa av en
vektor 4 € L och en vektor ¥ i L:s ortogonala komplement L*.

Losning: Polynomet % kommer att vara en linjarkombination av ¢ och 1 + ¢, dvs

u = at + b(1+ t?) ,



sa polynomet © kommer att vara lika med
v=1—at—0b(1+1?),

och vi observerar att vara berakningar kommer att avse vektorer i det 3-dimensionella
rummet P, av polynom av grad hogst lika med 2. Ortogonala komplementet L+ till
L i P, kommer att vara 1-dimensionellt. Vi bestammer forst L (sa slipper vi att
bestdmma en ON-bas for L).

Polynomet & = 1 + ct + dt? tillhér Lt precis da
(e]t)=0 och (e|1+t)=0,

eller annorlunda uttryckt

1 1
/ (1+ct+d)tdt=0  och / (1+ct+d?)(1+)dt = 0.

-1 -1

Den forsta integralen ger att ¢ = 0 och det andra integralvillkoret blir da

1 1 2(d+1 2d
oz/ (1+dt2)(1+t2)dt:/ 1+(d+1)t2+dt4dt:2+<3+>+5
-1 -1
varur vi finner att d = —5/2. Saledes
L 52
L~ = span{l — §t .
Vi projicerar nu vektorn 1 pa L*:
. (1] (1—5/2%)) 2
P 1) = (1 t
o= s ae T sem) e
som utraknat blir
1 2
1 —5/2t*dt 5 1/3 5 2 5 2 5
{_1 / -(1—7152):L~(1—7t2):f-(1—7t2)27—7t2.
T (1= 5/22)2dt 2" T 76 2 )T 2 /T
Svar: v =2 —2t? ochu =1—0 =3+ 2¢%.
. (3p) Lat A och B beteckna nedanstaende matriser
1121 2 4 5 4
31 3 2 o 7T T 7
A= 2 011 B = 3 3 2 3
2 2 4 2 4 8 10 8

Undersok om det finns en matris X vars rang ar 2 och som &r sadana att AX = B.
(Anm. Om matrisen X skulle finnas behover den inte bestdmmas for att full poéng
skall erhallas.)

Losning: Vi betraktar matriserna A och B som matriser beskrivande linjara av-
bildningar A resp B av R* pa sig sjilv. Fragan kan da oversittas till huruvida det



finns en linjar avbildning X sadan att avbildningen A o X &r avbildningen B och
bildrummet till X har dimension 2..

Vi bestammer forst B:s bildrum, vilket &r matrisen B:s kolonnrum:

sa kolonn ett och tva i ursprungsmatrisen ar linjart oberoende och matrisens rang
ar sa B:s bildrum ar
span{(2,5,3,4),(4,7,3,8)} .

Vi soker nu att A:s kolonnrum:

1121 1 1 2 1
31 3 2 0 -2 -3 -1 1 1 2 1
201 1|70 -2 -3 1|70 -2 -3 —1
2 2 4 2 0 0 0 0

sa aven mtrisen A har rang 2 och dess forsta tva kolonner indikerar en bas for A:s
bildrum:
span{(1,3,2,2),(1,1,0,2)} .

Vi placerar nu de bagge bildrummens generatorer som rader i en matris, i syfte att
visa att bildrummen ar lika, och bestammar rangen for denna matris:

110 2 110 2
13 2 2 0220 110 2
25341710330 7l0110
47 3 8 0330

sa dimensionen av A:s bildrum okar inte nar vi utékar detta delrum med generator-
erna for B:s bildrum. Dessa bagge bildrum maste da vara lika eftersom de bada har
dimension 2.

Vi pavisar nu existensen av en matris X, genom att beskriva en avbildning X sadan
att B = AoX. Matrisn X blir da den matris som beskriver avbildningen X (relativt
standardbasen).

Eftersom B:s kolonner tillhér A:s bildrum finns det vektorer fi, fa, f3 och fi som
A avbildar pa B:s kolonner, resp, dvs

Af1:<2757374)7 Af2:(4777378)7 Af3:<57772710)7 Af4:(4777378>

Om vi nu later X vara en avbildning som avbildar standardbasvektorerna €; pa fi,
€2 pa fa, €3 pa f3 samt é4 pa fy, sa kommer sammansattningen Ao X ha egenskapen
att

(AoX)e, = (2,5,3,4),
(AoX)es = (4,7,3,8),
(AoX)es = (5,7,2,10),
(AoX)e, = (4,7,3,8) .



Matrisen for avbildningen X ger alltsa den eftersokta matrisen under forutsittning
att vektorerna fi, fo, f3 och f4 kan véljas sa att de spanner upp ett delrum av
dimension 2.

Men f; och f, kan inte vara parallella eftersom A avbildar dem pa tva ickeparallella
vektorer. Beteckna B:s kolonner k;, for ¢ = 1,2,3,4. Eftersom B:s kolonnrum
spanns upp av k; och ks sa galler det att

ks = aky + bk
sa later vi f3 = af; + bfs har vi att
Afs = A(af1 + bf2) = aky + bky = ks ,
och pa samma sitt hittar vi ett lampligt fy sa att

dim(span{fh f2a f_37 f_4}> =2.
Nu antligen kommer vi ha en matris X vars rang ar lika med 2.

. (3p) Lat A vara en n X m-matris och b en n x I-matris. Visa att ett och endast ett
av nedanstaende tva system har en l0sning:

Ax=Db, (1)
respektive
Aly=0, y'b#0, (2)

dir AT betecknar den till A transponerade matrisen. (Du far anviinda samtliga
satser i boken utan att bevisa dom.)

Losning: Det finns foljande tva alternativ for vektorn b, antingen sa tillhor b
matrisen A:s kolonnrum, eller sa gor den inte det. Det forsta fallet intraffar precis
nér ekvation (1) &r losbar.

Vi visar nu att b inte tillhor A:s kolonnrum L precis nér ekvation (2) &r 19sbar.
Raderna i AT 4r matrisen A:s kolonner sa att ATy = 0 det r ekvivalent med att
y tillhér ortogonala komplementet L+ till A:s kolonnrum L. Eftersom (L*)* géller
allmént for alla delrum L till ett vektorrum V' har vi nu att for alla y € Lt sa

y'b #0 = b¢ L,

vilket saledes visar att ekvation (2) &r 16sbar precis da b inte tillhor A:s kolonnrum.



