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5. Visa att om H och K bada &r delgrupper till en grupp G sa kommer ocksa H N K att vara en
delgrupp till G.

L6sning: 1) Vi visar att H N K &r sluten: Antag a och b dr godtyckliga element som tillhor bade
H och K, dvs

abe HNK .

Eftersom H &r en grupp och a,b € H sa kommer ab ocksa att tillhéra H (eftersom H &r sluten).
Pa samma séitt inses att ab tillhor K. Vi har nu visat att ab tillhor bade H och K, dvs

abe HNK

med andar ord att H N K #r sluten.
2) Nu visar vi att associativa riknelagen giller i H N K: Tag a,b,c € H N K godtyckligt. Da
géller att a,b,c € G och 1 G géller associativa riknelagen:

(ab)e = a(be) .

Alltsa i H N K har vi att (ab)c = a(be).
3) Vi viasr att identiteten i G ocksa tillhor H N K: Eftersom H och K bégger &r delgrupper
till G sa giller att G:s identitet e tillhér bade H och K, dvs

ec HNK.

4) Vi visar att om @ € HN K sa kommer a:s invers i G att tillhéra H N K: Eftersom a € H och
H &r en delgrupp till G sa kommer a:s invers att tillhora H. Pa samma sétt inses att a;s invers
tillhér K. Vi har nu visat att a:s invers tillhor bade H och K.

Slutsats: Eftersom vi lyckats verifiera egenskaperna 1), ..., 4) for delméngden H N K till G sa
ar HN K en grupp och ddrmed ocksa en delgrupp till G.

6. Som ovan, men nu géller att G ar cyklisk med 36 element. Hur manga element har H N K om
a) |H|=9och |K|=4.
b) |H| =9 och |K|=6.

Losning: a) H N K &r ocksa en delgrupp till bade H och K, eftersom H N K dr en grupp samt en
delméngd till dessa bigge grupper. Enligt Lagranges sats sa giller att |H N K| delar talen |[H| =9
och |K| = 4, och enda mojligheten édr att |[H N K| = 1.

b) Som i uppgifta a) far vi tva mojligheter:

|[HNK|=1 eller |[HNK|=6.

Genom foljande kanske komplicerade resonemang kan vi nu utesluta att H N K| = 1:

Antag att HN K| = 1.

Lat H = {a1 = e,aq9,...,a9} och K = {b; = e,ba,...,bg} dér atminstone elementet e tillhor
bada méngderna. Vi bildar nu méngden

L:{aibj\a,;GH, bjEK}.



Alla element i L finns i G eftersom G dr sluten och elementen a; och b; tillhér G. Antag nu att
aib; = ayb; .

Da far vi att
a;ta; = bj/bj_l ,

men elementet pa véinstar sidan tillhor H och elementet pa hogra sidan tillhor K, och eftersom
elementen dr lika och vi antagit att H N K = {e} sa maste

ai_,lai =e och bj/bj_l =e.

Eller férenklat
a; = a;r och bj =bj .

Som konsekvens av detta upptriader inga duplikationer i L, dvs
(i,7) # (@J") = aibj #auby .

L bestar da av 9-6 = 54 olika element som samtliga tillhér G, vilket dr en orimlighet da |G| = 36.
Antagandet |H N K| = 1 leder alltsa till en orimlighet och enda mdjligheten dr att |H N K| = 3.



