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Lärare: Kristian Bjerklöv, Tomas Ekholm, Axel Hultman, Kirsti Mattila och Jan-
Olov Strömberg
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1. Bestäm med hjälp av partiell integration alla primitiva funktioner
till funktionen g(t) = t cos t.

Lösning. Vi använder formeln för partiell integration och f̊ar∫
t cos t dt = t sin t−

∫
sin t dt = t sin t+ cos t+ C

där C är en godtycklig konstant.

SVar: De primitiva funktionerna till g(t) utgörs av GC(t) = t sin t+ cos t+C där C
är en konstant som kan väljas fritt.

2. A. Approximera integralen

∫ 1

0

dx

1 + x2
med hjälp av en Rie-

mannsumma med tv̊a termer.

B. Förklara varför ditt svar i A kan användas som en (grov)
approximation av π/4.

Lösning. A. En Riemannsumma f̊as genom följande procedur. Man delar in inte-
grationsintervallet i ett antal delintervall och väljer en punkt i varje delintervall att
räkna ut integrandens funktionsvärde i. Sedan tar man, p̊a varje delintervall fun-
tionsvärdet g̊anger delintervallets längd. Till sist summerar man alla s̊adan termer.
Den summa man f̊ar d̊a är en Riemannsumma.

Vi delar därför in intervallet mellan 0 och 1 p̊a x-axeln i tv̊a lika stora delar med längd
1/2, delningspunkten är d̊a x = 1/2. P̊a delintervallet fr̊an 0 till 1/2 väljer vi punkten
0 och räknar ut integrandens funktionsvärde i denna punkt till 1/(1 + 02) = 1.
P̊a delintervallet fr̊an 1/2 till 1 väljer vi punkten 1 och räknar ut integrandens
funktionsvärde i denna punkt till 1/(1 + 12) = 1/2. Vi f̊ar Riemannsumman



1 · 1

2
+

1

2
· 1

2
= 3/4.

B. Eftersom Riemannsumman är en approximation av integralen och integralen kan
beräknas till ∫ 1

0

dx

1 + x2
= [arctanx]10 = arctan 1− arctan 0 =

π

4

s̊a kan Riemannsumman uppfattas som en (mycket grov) approximation till π/4.

(OBS: det finns valfrihet i proceduren, b̊ade när man delar in i delintervall och när
man väljer punkt i varje delintervall, s̊a Riemannsumman ovan är bara ett av många
korrekta svar p̊a denna uppgift)

3. A. Skriv om den generaliserade integralen

∫ ∞

1

e−
√

x

√
x
dx med hjälp

av substitutionen u =
√
x.

B. Beräkna integralen med hjälp av din omskrivning.

Lösning. A. Om vi gör substitutionen u =
√
x, där ju u är injektiv p̊a intervallet

[1,∞), s̊a är du = (1/(2
√
x))dx och x = 1 ⇔ u = 1 och x = ∞ ⇔ u = ∞. Vi f̊ar

med hjälp av detta omskrivningen∫ ∞

1

e−
√

x

√
x
dx =

∫ ∞

1

2e−udu.

B. Vi använder omskrivningen ovan och f̊ar∫ ∞

1

e−
√

x

√
x
dx =

∫ ∞

1

2e−udu = lim
R→∞

∫ R

1

2e−udu = lim
R→∞

[−2e−u]R1 =
2

e
.

Svar: A.
∫∞

1
2e−udu. B. 2/e.


