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Partiella differentialekvationer for ME och K.

1. Den allménna l6sningen till PDE + RV é&r pa formen v = v + ug, dér v dr den allminna
16sningen till motsvarande problem med homogena randvillkor, dvs.

v 0% v(0,1) =0,
a = o {

och ug dr en “partikulédr” 16sning (till PDE4RV), t.ex.
uo(z,t) = 20x.

Variabelseparationsansatsen v(x,t) = X (x)1'(t) ger

(1) _ X"(x)
T(t) %0 X ()

= konstant = 50\,

som for X:s del leder till (Sturm-Liouville-) problemet

X"—AX =0 (0 <z <5),
X(0)=X(5)=0.

Om X > 0 finns bara den triviala 16sningen X = 0, s vi antar att A = —p? < 0, for nagot
@ > 0. Da har vi
X(z) = Acos(ux) + Bsin(ux),
varvid X (0) = 0 ger A = 0, och sedan X (5) = 0 att 5u maste vara ett nollstélle till sinus.
Alltsa: p =" (n=1,2,...), varvid
50\ = —2n%n?
X (z) = Bsin e
5
For T blir ekvationen nu
T 4 2n*m*T =0,
med l6sningar
T(t) = Ce 27t
Vi har alltsa funnit produktlésningarna

22

v(:v,t):Bsin$-Ce’2 i n=12....




Superposition av dessa och omd&pning av konstanterna ger

—on 7r2t mr:z:
ZB 5 7

n=1

u(w,t) =20z + Y Bue 2 'sin m;m

n=1

Nu ska begynnelsevillkoret BV satisfieras. Inséttning av t = 0 i ovanstaende ger

nmwxr

0) =20 B,
u(z,0) :E+Z sin —— z

vilket ska vara identiskt lika med 20. Koeflicienterna B,, ska darfor vara Fourier-sinus-koefficienterna
for funktionen 20 — 20z:

2 [° 4
Bn:5/0 20(1—x)smng)ﬂdw—ni( +4(-1)")

(enkla ridkningar har utelimnats). Darmed har vi svaret

> 40 2. _2 nmwxr
t) =20 —(1+4(—1))e 2™t gin ——.
u(w,t) :U+Znﬁ( +4(=1)")e sin —

Asymptotiskt aterfinner vi den tidigare anvinda (stationira) 16sningen

lim u(x,t) = 20z.

t—o00

a) Vi soker forst produktlosningar u(r, @) = R(r)®(¢) till differentialekvationen, som blir

Den sista termen beror bara pa ¢, de tva forsta bara pa r. Det foljer att dessa delar
maste vara konstanta var for sig. ¢ maste dessutom vara 2m-periodisk, vilket gor att
konstanten fér ®-delen maste vara pa formen —n?, n > 0 heltal. Ekvationen fér ® blir
da
O +n*d =0,
med l6sningar
O(p) =ap+b  (n=0),

O (p) = an cosny + by, sinne (n>1).

I forsta fallet maste a = 0 for att ® ska vara periodisk.

For R far vi ekvationen
r*R"+rR —n’R = 0.

Detta dr en Eulerekvation. Ansatsen R = r” ger indexekvationen p(p — 1) +p—n?* =0
med l6sningar p = +n. Detta ger

R=A+Blar (n=0),



R=Ar"+DBr ™" (n>1).
I bada fallen maste B = 0 for att R (och didrmed ) inte ska fa en singularitet i origo.

Superponerar vi nu alla produktlosningar R(r)®(p) som erhallits ovan sa far vi efter
omdd6pning av konstanterna den allménna 16sningen till Laplaces ekvation pa formen:

u(r, p) = A+ Z r™(a, cosny + b, sinny).
n=1

b) Ovanstaende ska anpassas till randvillkoret. Vi har

o0

ou 1

— = nr"” " (a, cos ny + b, sinny).

o 2 ( @ ©)
Med r = 2 ser vi att a,, b, ska viljas sa att

Z n2" " (a, cos ny + by sinng) = 8cos? p — 4 = 4 cos 2.

n=1

Detta ger omedelbart att a; = 1 och att ovriga a, och b, ar lika med noll. For A far vi
dock ingen information. Det foljer att 16sningen till randvirdesproblemet &r

u(r, o) = A +r*cos 2p,

med A en godtycklig reell konstant.
¢) I detta fall blir villkoret pa koefficienterna

ZTLQ"*l(an cos i + by sinne) = 8cos® p — 5 = 4cos 29 — 1,

n=1

som ¢j kan uppfyllas for nagot val av a,, b, eftersom vinsterledet, om det betraktas som
en Fourierserie, saknar konstantterm medan hégerledet skulle kriva konstanttermen —1.
(Problemet i c) &r att sadana Neumanndata har foreskrivits att § 5% ds # 0, vilket
strider mot Gauss’ sats dd Au = 0 i omradet.) Antalet 16sningar i ¢) 4r alltsa noll.

3. Lat . -
w(w,t) = — u(z, t)e “*dx
R

vara Fouriertransformen av u med avseende pa z (vi anvinder Asmars definition av Fourier-
transformen). Fouriertransformering av differentialekvationen ger

Ou(w,t)
ot
Detta ar en linjir differentialekvation av forsta ordningen i ¢, som vi loser genom att forst
multiplicera med den integrerande faktorn

— (24 cost) - iwi(w, t) = 0.

—iw [(24cost)dt _ —iw(2t+sint)

e e

(eftersom bara en integrerande faktor behévs behdver vi inte bry oss om integrationskonstan-
ter). Resultatet blir, efter forenkling,
0

a(e—iw(2t—‘rsimt) i ﬁ(w,t)) _ 0’



vilket ger

ﬁ(w, t) — A(w>eiw(2t+sint).

Fort = 0 fas i(w, 0) = A(w), dvs A(w) ska vara Fouriertransformen till den givna initialfunk-
tionen f(z) = e I#l. Hir behover man egentligen inte berikna f(w), ty om man anviinder

den allmidnna egenskapen hos Fouriertransformen att en faktor e

taw

pa transformsidan svarar

mot en forskjutning x — x + a pa ursprungssidan sa far man direkt, med a = 2t + sint, att

a)

u(z,t) = fla + 2t + sint) = e~ Ha+2ttsint]

Variabelseparation ger

() _ $X”(:L’) X(z) = konstant =
T~ X@) X et

T" — \T =0,
2 X"+ X' —\X =0,

dir vi omedelbart ser att A < 0 ir det riitta tecknet. Skriv A = —p2, dir g > 0. For T
har vi da
T(t) = Acos ut + Bsin put,

och ekvationen for X blir
e X"+ X'+’ X =0
Med s = 2v/z, y(s) = X (x) finner man med hjélp av kedjeregeln att

2

X'(a) =2y (s)

PX"(2) = y'(5) 4/ (5),

vilket gor att differentialekvationen for y blir

s2y" + sy's + pPs*y = 0.

Detta ar Bessels differentialekvation av ordning noll pa parametrisk form. Variabelsub-
stitutionen z = us, Z(z) = y(s) bringar den pa standardformen 222" + 27" + 2*Z = 0.

Eftersom den senare ekvationen har den allminna 16sningen Z = A.Jy + BY; och vart
randvérdesproblem &r (med tanke pa substitutionen s = 2./z)

sy + sy's+ PPy =0 (0 <s<6),
lim, 0 y(s) = dndligt, y(6) =0,

sa maste B = 0 (eftersom Yj &r singulér i origo) och
y(s) = AJo(ps),
dér g > 0 ar vald sa att Jo(6u) = 0. Detta ger
An
= — =1,2,3,...
ILL 6 Y n Y ) ) Y

med beteckningar som i texten. Vi finner ocksa att A = —% (n=1,2,3,...).



d)

Gar vi tillbaka till X och T har vi alltsa funnit alla variabelseparerade 16sningar, vilka
efter superposition ger den allménna I6sningen till PDE + RV:

O nt
u(x,t):ZJo(a ?:/E) n CO s?—l—B sm%)
n=1

Derivering ger

o~ On (O ant ul
E — Oé\/_(B Cos——A sma—),
2. 6 6

och eftersom begynnelsedata redan &r givna i form av Besselserier sa blir koefficientbe-
stdmningen mycket enkel. Svaret blir

0445/5) O‘_‘lt + 12J0(a7\/5

t pr—
u(z,t) = 5Jy( 5 3

. arql
) sin ——.
6

Variabelseparationsansats ger
ZhT’ hZ X// Y//
= (% o),
T 2 X Y
Hér inses att varje term maste vara konstant var for sig, vilket leder till ekvationerna
ihT" = ET,
X'"+aX =0 (0<z<?2),
Y'+8Y =0 (0<z<1),

dir F, «, § ar konstanter relaterade via

21
WE—a+ﬁ

Med tanke pa de randvillkor som X och Y ska uppfylla far vi med standardresonemang
de mojliga vardena pa konstanterna,

m2m?

4 )
f=n’r% n=1,23 ...,

samt tillhorande basfunktioner

o =

m=1,2,3,...,

X(x) = sin m;m, Y (y) = sinnmy.

Detta ger for E:s del
27:L2
21
(“energinivaerna”), och for T' basfunktionerna,

B = By = DI 2

4
T(t) = e 7L,

Efter superposition far vi den allménna 16sningen

7,71'2h 2.2 mmnx
t -
(x,y,t g A 2 Gty

m,n=1

sin nmwy

till Schrédingerekvationen med randvillkor.



b)

Sétter vi in ¢ = 0 ovan far vi en dubbel (tva variabler) sinusserie, som ska anpas-
sas till den givna begynnelsefunktionen, som vi kan kalla f(x,y). Funktionssystemet
{sin == sinnwy : m,n = 1,2,3,...} ir ortogonalt och fullstéindigt i rektangeln R. Det-
ta leder till att formeln for koefficienterna blir

_ Jfg flay)sin B sinnry dedy L[ sin 222 da [ sinnry dy

Amn_ ff SiIl2 mmnx SinQTLﬂ- dxd 2 . 2nm.md 1 . o d
" ’ e Jo sin® =5 dx [y sin® nry dy

4
= (1 —cos mra

1-— .
— )(1 — cosnma)

Inséttning av detta i den allménna losningen i a) ger svaret pa b).

(Koefficienterna A,,, kan alternativt bestimmas genom upprepad anvindning av teorin
for Fourierserier i en variabel.)

Denna fraga ar relaterad till fragan huruvida Schrédingerekvationen huvudsakligen ar
en diffusionsekvation (med odndlig utbredningshastighet och med utjimnande verkan pa
initiala variationer) eller en vagekvation (med &ndlig utbredningshastighet av monster
som i princip behaller sin form). Analytiskt kan Schrédingerekvation behandlas som en
virmeledningsekvation med imaginir tidsaxel. Detta leder till en fundamentallésning for
den aktuella Schrédingerekvationen som innehaller en Gaussklocka pa formen

_ w24y
2iht

1
G t) =
<x7 y? ) 27Thte
for t > 0 (och G(x,y,t) =0 for t <0).
Av ovanstaende gar det att dra slutsatsen, precis som for motsvarande fraga fér virme-
ledningsekvationen, att vagfunktionen omedelbart sprider ut sig 6verallt. (Ej elementért.
Korrekt behandling av a) och b) pa denna uppgift ger full poéng.)




