KTH Matematik
Olle Stormark

Losningsforslag till kontrollskrivning 3A
i SF1649 Vektoranalys och komplexa funktioner
for CELTE, vt 2011.

e Hjdlpmedel: BETA (och inget annat).

e Sammanlagt kan man fa hogst 9 poang — for godkdint krdvs minst 5
poang.

e Losningsforslag publiceras pa hemsidan efter skrivningens slut.

1. Bestam bilden av cirkeln {z € C: |z —1/2| = 1/2} under avbildningen
w=1/z. (3p)
Losning: w=1/z <= z=1/w. Sa
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w—2)* = |w] <= (u—2)°+v*=u’+1* <=
W —du+4+0t =41 = du=4 = u=1 <=
Rew = 1.
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Variant: Eftersom w = 1/z &r en Mébiusfunktion och z = 0 skickas
till w = oo sa blir bilden en rit linje. Vidare dr w(1) =1 och
1+ 2 1—i 2(1—9)
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sa bildlinjen gar genom w = 1 och w = 1 — 7, och ges alltsa av
{we C: Rew = 1}.



2. (a) Lat u(x,y) = cosz(e7¥ — e¥). Anvind CR-ekvationerna for att
bestdmma en funktion v(z,y) som ar sadan att f = u + v blir
komplext deriverbar. (2p)

(b) Framstéll f som en funktion av z = x + iy (snarare &n som en
funktion av = och y). (1p)

Losning: (a) u=cosz(e ¥ —¢¥) =

ov ou

_— = —— = -y Y
e o cosz (e ¥ +€¥),
dv  Ou

— = — — —gj Y _eY
9 or sinz (e eY).

1:a ekvationen = v =sinx (e ¥ + €Y) + g(y);insatt i den 2:a fas
ov
dy
gly)=C = v=sinz (e ¥ +¢e¥) + C.

(b)

=sinz(—e Y +e)+¢'(y) = —sinz (e —¢¥) =

f=u+iv=cosxz(e ¥ —¢é’)+isinx(e¥+e’)+iC
=e Y (cosx +isinx) — e’ (cosx — isinx) + iC
— e—y—i-ix _ ey—i:v +4iC
_ 6i(ac+iy) . e—i(a:—I—iy) +iC = eiz . e—iz +iC
= 2i sinz +iC.
3. Om w = f(z) sa definieras inversen z = f~!(w) genom att man loser
ut z som funktion av w. Visa:
1
w = f(z) =coshz = §(ez +e%) = 2z = fHw) = log(w + Vw? — 1).
(3p)

Losning;:

1
w:§(6Z+6_Z) = F-2wte =0 <=

() —2wer +1=0 <= “=w+Vu? -1 <

z = log(w + vVw? — 1.



