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• Hjälpmdel: BETA (och inget annat).
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1. Bestäm bilden av den räta linjen {z ∈ C : Re z = 1} under avbildningen
w = 1/z. (3p)

Lösning: w = 1/z ⇐⇒ z = 1/w. S̊a

Re z = 1 ⇐⇒ Re
1

u + iv
= 1 ⇐⇒

Re
1

u + iv
· u− iv

u− iv
= Re

u− iv

u2 + v2
= 1 ⇐⇒ u

u2 + v2
= 1 ⇐⇒

u2 + v2 − u = 0 ⇐⇒ (u− 1/2)2 + v2 = (1/2)2 ⇐⇒
|w − 1/2| = 1/2.

Variant: Eftersom w = 1/z är en Möbius och ingen punkt p̊a linjen skickas
till ∞, s̊a är bilden en cirkel − och denna är bestämd av tre punkter. S̊a
l̊at oss titta p̊a n̊agra punkter:

w(1) = 1 och w(∞) = 0;

w(1 + i) =
1

1 + i
· 1− i

1− i
=

1− i

2
,

w(1− i) =
1

1− i
· 1 + i

1 + i
=

1 + i

2
.

Den enda cirkel som g̊ar genom pukterna 0, 1, 1/2 ± i · 1/2 är den med
medelpunkt i w = 1/2 och radien = 1/2, det vill säga {w ∈ C : |w−1/2| =
1/2}.

2. (a) L̊at u(x, y) = cos x (ey + e−y). Använd CR-ekvationerna för att
bestämma en funktion v(x, y) som är s̊adan att f = u + iv blir kom-
plext deriverbar. (2p)
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(b) Framställ f som en funktion av z = x+iy (snarare än som en funktion
av x och y). (1p)

Lösning: (a) u = cos x (ey + e−y) =⇒
∂v

∂x
= −∂u

∂y
= − cos x (ey − e−y),

∂v

∂y
=

∂u

∂x
= − sinx (ey − e−y).

1:a ekvationen =⇒ v = − sinx (ey − e−y) + g(y); insatt i den 2:a f̊as
∂v

∂y
= − sinx (ey − e−y) + g′(y) = − sinx (ey − e−y) =⇒

g(y) = C =⇒ v = − sinx (ey − e−y) + C.

(b)

f = u + iv = cos x (ey + e−y)− i sinx (ey − e−y) + iC

= ey(cos x− i sinx) + e−y(cos x + i sinx) + iC

= ey−ix + e−y+ix + iC

= e−i(x+iy) + ei(x+iy) + iC = e−iz + eiz + iC

= 2 cos z + iC.

3. Om w = f(z) s̊a definieras inversen z = f−1(w) genom att man löser ut z
som funktion av w. Visa:

w = f(z) = tanh z =
ez − e−z

ez + e−z
=⇒ z = f−1(w) =

1
2

log
(

1 + w

1− w

)
. (3p)

Lösning:

w =
ez − e−z

ez + e−z
⇐⇒ ez · w + e−z · w = ez − e−z ⇐⇒

ez(w − 1) + e−z(w + 1) = 0 ⇐⇒ e2z(w − 1) = −(w + 1) ⇐⇒

e2z =
1 + w

1− w
⇐⇒ 2z = log

(
1 + w

1− w

)
⇐⇒

z =
1
2

log
(

1 + w

1− w

)
.
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