KTH Matematik
Olle Stormark

Losning till kontrollskrivning 1A

1 SF1649 Vektoranalys och komplexa funktioner
for CMIEL, ht 2010.

e Varje uppgift ger maximalt 3 poéang.

e For godkant kravs minst 5 poang sammanlagt.

1. Lat » = (z1, 29, z3) vara ortsvektorn, lat » = |r|, samt lat a vara en
konstant vektor. Berékna div (ra).

Losning:
3 3
0 0
div(ra) =V - (ra) = ZZI 8—%(7“@1») = izlai a—;;,

dar

or 0 1 T

57 = T (23 + 23 +23)"?) = 5(35% +al 4 22)7V? 2, = -
sa att

3
div (ra) :Zaixi - r

—~ r r
2. Berdkna flodesintegralen [[, F - dS da

och z-komponenten av ni ar positiv.

LEDNING: Utnyttja symmetrier!



Losning;:

5 o or or |& & &
r=(x,y,x —|—y):>%><a—: 1 0 2z|=(-2x,—-2y,1),
Y 1o 1 2

sa pa X ar
F - ndS = (—22° — 2y° + (2° + 9*)?) dady,

varfor

// F-ndS = // (—22° — 2y° + (2° + y*)?) dedy = {symmetri}
b)) x2492<1
1 2
= // (2 +y*)? dedy = / / rtrdrde
z24+9y2<1 r=0 J ¢=0
N
=27 {—} = —.
6|, 3

3. Visa att div(F x G) =rot F - G —rot G - F.

Losning:

div(FxG)=V-(F x Q) Z (Z €ijk FGk)

3
{fre)- -
k=1 \i,j=1
3 3 oG
(Z Ckij o > Z( ejika—;>-ﬁ}

i,7=1

3

:rotF-G—rotG-F.



KTH Matematik
Olle Stormark

Losning till kontrollskrivning 1B

i SF1649 Vektoranalys och komplexa funktioner
for CMIEL, ht 2010.

e Varje uppgift ger maximalt 3 poang.

e For godkant kravs minst 5 poang sammanlagt.

1. Lat r» = (21, 22, x3) vara ortsvektorn och lat r = |r|. Berdkna div (r 7).

Losning:

dar
or 0

Sa

1 i
(@] + a3 +a3) %) = S(a} + 23 +a3) 7 20 = x?

e 2
i xl—|—37“:r—+37“:47‘.
T

]

div (rr) =

: r
=1
2. Berékna flodesintegralen [, F' - ndS da
F = (2, 2%zy), S ={(zr,y,2) eR*: 2 =1-y*, -1 <2 <1, 2 >0},

och z-komponenten av nv ar positiv.

3



Losning;:

or or | & &
r:(x,y,l—y2)2>%xa—: 1 0 0 |=(0,2y1),
Y o lo 1 -2

sa pa X ar
F-ndS = (22%" - (1 —9?) +y) dzdy,

varfor

1 1
/ / F.-ndS= / / (22%y? — 22%y* + y) dady
b r=—1Jy=-1

1 1

:/ (2/ (22%y* — 22%y*) dy) dx
r=—1 y=0

1 2,3 2,571 1 2 2

2] ] (5-5) o

r=—1 3 5 y=0 r—1 3 5

5-3 1 16 [231" 16
24'—~2-/x2dx:—~ il I
15 o 5 3], 45

3. Visa att
rot (F x G) = (G -grad )F — GdivF + F divG — (F-grad )G.

LEDNING: 377 €5k €ktm = 0it Ojm — Oim Oj1.



Losning;:

3 3
0
[V X (F X G>]z = E €ijk —axj < E €kim EGm>

I,m=1

B 0F; oG,
= (041 0jim — Oim Oj1) (8_% Gm + F oz, )

& (0F OF, oG, . OG,
=Y (Gro- e gl -ng)

3
+ E % —
=1 0@
= (G-V)I, = G;(V-F)+ F;(V-G) — (F-V) G,

fori=1,2,3, sa att

Vx(FxG)=(GV)F -G (V-F)+F(V-G) - (F-V)G.



KTH Matematik
Olle Stormark

Losning till kontrollskrivning 2

i SF1649 Vektoranalys och komplexa funktioner
for ME, ht 2010.

Varje uppgift ger maximalt 3 poang.

For godkant kravs minst 5 poang sammanlagt.

. Lat Q = {(z,y,2) € R®: 22 + 42> < 1,0 < z < 1}, och 1at fa vara den
utatriktade enhetsnormalen for randytan 0€). Beridkna flodesintegralen

// e, n dS
a0

(dar p, ¢ och z &r cylinderkoordinater), utan att anvinda divergenssat-
sen.

Losning: Pa ovan- och undersidan av cylindern ar n = +e,, sa att
e, = te,r e, = 0 diar. Pa mantelytan ar n = e,, sa att e,c N =
e, e, = 1, vilket ger att

// ep-ﬁdS:// dS = arean =27 -1 = 1.
mantelytan mantelytan

. Berdkna ovanstaende flodesintegral med hjalp av divergenssatsen.
Losning:

divepzl aa(
p

// ds = [[[ Sav - /po/d)o/zo—pdpdqﬁdz
/dp/ dgb/dz—l 2m - 1= 2.

1
p- 1)2—:>



3. Lat r, 6 och ¢ vara sfariska koordinater. Beridkna
rot ey

1 dessa koordinater.

Losning;:

e, rey rsinfe,

_ 9 90 0
rote¢—r2 sing |or @ 9o
0 0 rsinf-1
L (rcost nes)
=—— (rcosfe,—1r- -sinfe
r2sin 6 " 0
cot @ 1
= €, — — €y.
r r



KTH Matematik
Olle Stormark

Losning till kontrollskrivning 3A

1 SF1649 Vektoranalys och komplexa funktioner
for CMIEL, ht 2010.

e Varje uppgift ger maximalt 3 poéang.

e For godkant kravs minst 5 poang sammanlagt.

1. Skriv det komplexa talet

pa formen a + b, dar a,b € R.

Losning;:

1 + Z — 21/2 67;71'/4 = (1 + Z')—G — 2—3 e—’i37r/2 — Z/8 _—
4 — 61 , di+6 3
A =17

1 1
8 8 4 2
2. Bestam alla virdena av (1 + i), och ange dem pa formen a + ib, dar

a,b e R.

Losning:

(1 + 'L)Z _ eilog(l—‘ri) — ei (In(21/2)+i (7 /44n-27)) _ e%ln? . 6—7r/4—n~27r
= e ™t em?™ L cos((In2)/2) +ie ™t e72™ . sin((In2)/2),
dirn = 0,41, 42, ...



3. I BETA kan man hitta formeln
arcsin z = —i log(iz + V1 — 22).
Hérled denna genom att losa ut w ur ekvationen z = sin w.

Losning;:

‘ 1. 4 4 p _
smw:?(e“”—e’“”):z = e —e M =2iz2=0
i

(eiw)g—Zizeiw—le — W =iz+V-22+4+1 =

w = log (iz—l— V1 —22> — w=—ilog(iz + V1 — 22).



KTH Matematik
Olle Stormark

Losning till kontrollskrivning 3B

1 SF1649 Vektoranalys och komplexa funktioner
for CMIEL, ht 2010.

e Varje uppgift ger maximalt 3 poéang.

e For godkant kravs minst 5 poang sammanlagt.

1. Skriv det komplexa talet
(1414)™
(1—1)°
pa formen a + b, dar a,b € R.
Losning;:
N10 _ 910/2 | il0n/4 _ oo . i(n/2427) _ a9 ;
(1+14) 2 e 32-e 3271,
(1 . Z)G — 26/2 . 6—62'7r/4 —8. e—37ri/2 — 8

(1+4)' 32

—_—— = =4
(1—14)8 81
2. Bestam alla virdena av 337% och ange dem pa formen a + ib, dar
a,beR.
Losning;:

33—1 _ 6(3—1)(111 3+i-2mn) _ ,3In3+i-6mn—iln3+2mn _ 33 . 627rn i (

e cosln3 —isinln 3)
=27-¢*" . cos(In3) —i-27-e*™sin(In3), dirn=0,+1,42,...

10



3. I BETA kan man hitta formeln

; z'l 1+1z
arctan z = —— 10 .
7 B\1_4z

Harled denna genom att 16sa ut w ur ekvationen z = tan w.
Losning;:
Le™ —e™ iw —iw w —iw
tanw = - ———— =2 <= € —¢ =e -1z+e 12—
2 eZ'LU _l’_ e—’lw
eVl —iz) —e (1 4i2) =0 = (¢")’(1—iz)=1+iz —
a2 L4z . (1—1—@'2)1/2
(") = — " = =

T 1—iz 1—iz

, 1 141z i 14z
1w = = log = w:—§10g .

2 11—z
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