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O Ovningsuppgifter

These extra exercises are mostly in Swedish. If you have trouble understanding
please contact the course leader Svante.

0.1 Prove Theorem 1.1

Prove Theorem 1.1 in Notes 2 using the interpretation as Dyck paths ending at
(2n — 2 —t,1).
Svarighetsgrad: B

0.2 Follow the bijections

For the following string of well matched parenthesis find the corresponding ob-
jects using the bijections defined in Notes 2.

(COHOCOOICCOO)IO)0))

Svarighetsgrad: E

0.3 Refinement

For each of the four sets of objects A,B,C and E defined in Notes 2 find some
subsets counted by ¢, (t).
Svarighetsgrad: C-E

0.4 Partition med avseende pa storsta gemensamma de-
lare

Lat n vara ett positivt heltal. Man kan bilda en partition av {1,2,...,n — 1}
genom att lata a och b tillhéra samma méngd om och endast om ged(a,n) =
ged(b,n), dar ged(a,n) ar lika med den storsta gemensamma delaren till @ och
n. Bestdm denna partition for n = 6, n = 11, n = 12 och n = 16.
Svarighetsgrad: E



0.5 En permutation pa en mangd av heltalspar

Lat m och n vara positiva heltal, och lat X vara méngden av par (a,b) sadana
att 0 <a<m-—1o0ch0<b<n-—1 Lat 7 vara permutationen pa X med
egenskapen att

7m((a,b)) = ((a + 1) mod m, (b + 1) mod n).

Exempel: Om vi skriver paret (a,b) som ab har vi for m = 3 och n = 4
cykeluppdelningen

(00,11, 22,03, 10,21,02, 13, 20,01, 12, 23)
och for m = 3 och n = 6 cykeluppdelningen
(00,11,22,03,14,25)(01,12,23,04, 15, 20)(02, 13, 24, 05, 10, 21).

Visa att 7 ar en cyklisk permutation om och endast om ged(m,n) = 1, dér
ged(m,n) ar lika med den storsta gemensamma delaren till m och n.
Svarighetsgrad: D

0.6 Cykeluppdelning vid multiplikation modulo 13

Méngden Zj; = {1,2,3,...,12} bildar en grupp under multiplikation modulo
13. For j € Zj5, lat m; beteckna permutationen som ges av multiplikation med
j modulo 13; vi har alltsa att 7;(¢) = (j - ) mod 13 for i € Zj.

(a) Ange cykeluppdelningen fér permutationerna s och .

(b) Ange en sluten formel for elementet i rad r och kolumn % i foljande tabell:

k
0J1]2]3
0O[1[5]12] 8
r{13[2]10]11
219647

Svarighetsgrad: (a): E, (b): C

0.7 Permutationer med lika stora cykler

Lat n och k vara positiva heltal. Visa att det finns

(nk)!

n! - km

permutationer av nk element med en cykeluppdelning bestaende av n cykler

med vardera k element.
Svarighetsgrad: C



0.8 Mangdpartitioner med lika stora delar

Lat n och k vara positiva heltal. Visa att det finns
(nk)!
n!- (EH»

partitioner av en mangd med nk element bestaende av n delméngder med
vardera k element. )
Svarighetsgrad: C (lattare om du gjort uppgift O.7)

0.9 231-undvikande permutationer

Enpermutation( L2
ap a --- an

finns index ¢ < j < k sddana att a; < a; < a;. Forklaringen till denna beteckn-
ing ar att a;ajar bildar “monstret” 231; a; ar nést storst, a; ar storst och ay ar
minst. Exempelvis ar 3127465 en 231-undvikande permutation, medan 4127365
inte ar det, ty 4127365 innehaller delsekvensen 473, som bildar “monstret” 231.

Visa att antalet 231-undvikande permutationer av n element ar lika med det
n:te Catalantalet C,,.

Ledning. Forsok hitta en rekursion genom att studera positionen for det
storsta elementet n i en given 231-undvikande permutation.

) = ajas - - - a, ar 231-undvikande om det inte

Svarighetsgrad: A

0.10 Involutioner
Visa att foljande permutationer &ar involutioner:
e Den permutation 7 av mangden {0,1,2,...,2m — 1} som ges av
m(k) = (k 4+ m) mod 2m.
e Den permutation 7 av mangden {0,1,2,...,2m — 1} som ges av
(k) = (a — k) mod 2m,
dar a ar en heltalskonstant.

e Permutationen 7°, d& 7 #r permutationen av mingden {1,2,...,10} som

ges av
7(k) = (2k) mod 11.

Svarighetsgrad: E

0.11 Partitioner dir hilften av elementen tillhor samma
delmangd

Lat n > 1, och lat H,, vara antalet partitioner av en mangd med 2n element
sadana att det finns en delméngd i partitionen som innehaller exakt n element.

Visa att )
n 2

dar B,, ar det n:te Belltalet.
Svarighetsgrad: E



0.12 Ordnade partitioner
Belltalet B,, ger som bekant antalet partitioner av méangden {1,...,n}. Lat P,

vara antalet ordnade partitioner av méngden {1,...,n}, dar en ordnad parti-
tion dr en foljd (Y1,...,Y%) sadan att {Y7,...,Y;} &r en (oordnad) partition.
Exempelvis dr P3 = 13, ty vi har 13 ordnade partitioner av tre element:
(123), (1,23), (23,1), (2, 13), (13,2), (3,12), (12, 3),
(1,2,3),(1,3,2),(2,1,3),(2,3,1),(3,1,2), (3,2, 1).

Visa att

for n > 1 och att

Svarighetsgrad: C

0.13 Dartspel och Belltal

Med n dartpilar, numrerade fran 1 till n, och med en tavla med n ringar,
numrerade fran 1 till » utifran och in, kan man spela foljande spel.

(1) Pilarna kastas i nummerordning.
(2) Man maste tréaffa tavlan med alla pilar.

(3) Man far inte sétta en pil i en given ring férrdn man har satt pilar i alla
ringar utanfér den givna ringen. I synnerhet maste den forsta pilen séttas
i den yttersta ringen med nummer 1.

Man vinner om man lyckas kasta alla n pilar enligt ovanstaende regler. Exem-
pelvis ger foljande kastsviter vinst for n = 3:

(1,1,1),(1,1,2),(1,2,1),(1,2,2),(1,2,3).

Visa att antalet satt att vinna pa ar lika med det n:te Belltalet.
Svarighetsgrad: B

0.14 Stirlingtal av forsta slaget

Absolutbeloppet ¢, , av Stirlingtalet s, j, av forsta slaget anger antalet permu-
tationer av {1,...,n} med exakt k cykler. Observera att ¢, =0 om n < k.

(a) Visa att
n—k+1

B (n—1)!
Cn,k = Z mcn—r,k—l

r=1

genom att i en given permutation studera den cykel som innehaller ele-
mentet n.



(b) Lét
fr(z) = ch,k%-

n>k

Anvind (a) for att visa att

fia) = £o22)

for k > 1 (vi definierar fo(z) = 1).

(¢) Anvénd (b) for att visa att

Svarighetsgrad: A-C

0.15 Stirlingtal av andra slaget

Stirlingtalet Sy, » av andra slaget anger antalet partitioner av {1,...,n} i exakt
k delméngder. Observera att S, ; =0 om n < k.

(a) Visa att

genom att i en given partition studera den delméngd som innehaller ele-
mentet n.

(b) Lat
Jol@) = 3 s

n>k

Anvind (a) for att visa att
fr(@) = € fi-1(2)
for k > 1 (vi definierar fo(z) = 1).
(¢) Anvénd (b) for att visa att

(e — 1)

I(@) ==

Svarighetsgrad: A-C (lattare om du gjort uppgift 0.14)



0.16 Partitioner av n med hogst k delar

Lat k,n > 1. Visa att antalet partitioner av talet n med hogst k delar &r lika
med antalet partitioner av n sadana att varje del ar hogst k. Exempelvis har vi
for n =5 och k = 3 att

5=441=34+2=3+14+1=2+2+1
och att
1+1+14+14+1=24+14+14+1=2+2+1=34+1+1=3+2,

alltsa fem partitioner i bégge fallen.
Svarighetsgrad: E

0.17 Partitioner av kn med alla delar delbara med k

Lat n,k > 1. Visa att antalet partitioner av talet kn sadana att varje del &r
delbar med k ar lika med det totala antalet partitioner av talet n.
Svarighetsgrad: E

0.18 Partitioner av n som &r sitt eget konjugat

Ge ett Overtygande argument for att antalet partitioner av n som sammanfaller
med sitt eget konjugat ar lika med antalet partitioner av n i delar som alla &r
udda och sinsemellan olika.
Ledning. Studera bilden till hoger i Figur 1.
Svarighetsgrad: B

Figur 1: Exempel pa en partition som &r sitt eget konjugat; kolumn ¢ och rad ¢
har samma langd for alla ¢. Bilden till hoger ger en ledtrad till uppgift O.18.



0.19 Komplettering av tablaer

Visa att var och en av de tre delvis ifyllda tablaerna i Figur 2 kan kompletteras
till en fullstdndig tabla pa precis ett satt. Ange de unika fullstdndiga tablaerna.

7 514
12 2 7

4110|114 4 11 11 13

Figur 2: De tre delvis ifyllda tablaerna i uppgift O.19.
Svarighetsgrad: E

0.20 RSK-algoritmen I

Anvind RSK-algoritmen pa permutationerna
123456 I 123456
452631)°"\635124)

Forklara sambandet mellan de tva resulterande paren av tablaer.
Svarighetsgrad: E

0.21 RSK-algoritmen II

. . . . 23456738 ..
Anvénd RSK-algoritmen pa permutationen 416513287 ) Forklara
sambandet mellan de tva resulterande tablaerna.

Svarighetsgrad: E
0.22 RSK-algoritmen III
Lat
1 2 3 -+ n-1 n n+l n+2 n4+3 -+ 2n—-1 2n

by by b3y - bp—1 by @ as L o R ¢

vara en permutation sadan att
ap < axy < a3 < ‘- < Ap-1 < Qp
by < by < b3 < -0 < bpo1 < by

och a; < b; for 1 < i < n. Vad blir resultatet da man anvander RSK-algoritmen
pa denna permutation? Motivera ditt svar med ett bevis.

Ledning om du kér fast: Forsok fa en idé genom att studera ett specialfall,
exempelvis

123 4 5 6 7 8 9 10
357 9 101 2 4 6 8

Lagg miérke till hur tablaerna ser ut efter k steg for varje givet k.
Svarighetsgrad: C



Losningsforslag till ovningsuppgifter, del 11

Obs! Preliminar version!

0.4. Fér varje delare d till n, 1lat A, var méngden av element a sadana att
ged(a,n) = d. Partitionen ges av

{Ag : d delar n}.
e n==06: A; ={1,5}, Ay = {2,4}, A3 = {3}, vilket ger partitionen

{{1,5},{2,4}, {3}}.

n = 11: Alla element ligger i Ay, vilket ger partitionen

{{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}}.

n =12 A, = {1,5,7,11}, Ay = {2,10}, A3 = {3,9}, A4 = {4,8} och
Ag = {6}, vilket ger partitionen

{{1,5,7,11},{2,10}, {3, 9}, {4, 8}, {6} }.

on =16 A = {1,3,5,7,9,11,13,15}, Ay = {2,6,10,14}, Ay = {4,12}
och Ag = {8}, vilket ger partitionen

{{1,3,5,7,9,11,13,15},{2,6,10, 14}, {4,12}, {8} }.

0.5. Langden pa cykeln som innehaller elementet (0,0) &r lika med det storsta
positiva elementet k som har egenskapen att 7%(0,0) = (0,0). Nu ir

7(0,0) = (k mod m, k mod n),

vilket innebir att 7%(0,0) = (0,0) om och endast om k #ir delbart med savill m
som n. Det minsta k som uppfyller detta ar
mn
k=lcm(m,n) = ———.
(. ) ged(m, n)

Om ged(m,n) = 1 ar k = mn, vilket innebér att 7 &r en cyklisk permutation;
antalet element i X dr mn. Om ged(m,n) > 1 dr k < mn, vilket innebér att
inte dr en cyklisk permutation.



0.6.
(a) Vi har att

(12345678 91011 12
™ = (36912258111 4 7 10
= (1,3,9)(2,6,5)(4,12,10)(7,8,11)
och
(1234567891011 12
™ = 5102712491611 3 8

= (1,5,12,8)(2,10,11,3)(4,7,9,6).

(b) Vi observerar att vi har cykeluppdelningen for 75 i raderna och cykelupp-
delningen for 73 i kolumnerna. Vi kan namligen skriva

(1,3,9)(2,6,5)(4,12,10)(7,8,11) = (1, 3,9)(5,2,6)(12,10,4)(8,11,7)
och
(1,5,12,8)(2,10,11,3)(4,7,9,6) = (1,5,12,8)(3,2,10,11)(9,6,4,7).

Detta innebéar att vi multiplicerar med 5 for varje steg vi tar at hoger och
med 3 fOr varje steg vi tar nedat. Eftersom elementet i rad 0 och kolumn
0 ar lika med 1 far vi att elementet i rad 7 och kolumn k &r lika med

(3" - 5F) mod 13.



0.7. Vi anvinder induktion ver antalet cykler n. Basfallet i induktionen &r
n = 1.1 T detta fall ska vi rikna antalet cykliska permutationer pa en mingd
med k element. Det finns (k — 1)! sadana permutationer, och mycket riktigt har
vi att
(nk)! k!
nl km 1k
Lat nu n > 2, och studera cykeln som innehaller det storsta talet nk. De
ovriga k—1 elementen i cykeln kan valjas pa ("kkjll) olika satt, och de kan ordnas

pa (k — 1)! olika sétt. Detta ger

= (k1)L

(nk—-1)!  (nk—1)
(nk—k)!  ((n—1)k)!

mojliga val for cykeln. Det aterstar nu nk — k = (n — 1)k element, som ska
férdelas 6ver n — 1 cykler med vardera k element. Induktion 6ver n ger att
antalet mojligheter for detta &r

((n—1)k)!
(n— 1)1 kn—1"
Multiplikation ger att det totala antalet mojligheter ar
(nk —1)! (n=1k)!  (k-1)!"  nk-(nk—-1)! (nk)!

(=K (n—1D1 kT (n=1Dl- k"1 nk-(n—1D1-kn=1  nl-kn

0.8. Vi anvinder induktion 6ver antalet delméngder n. Basfallet i induktionen
ar n = 1. I detta fall ska vi rdkna antalet partitioner av en méangd med k
element bestaende av en enda méngd. Det finns bara en sadan partition, och
mycket riktigt har vi att

(nk)! k!

T R TR (T T

Lat nu n > 2, och studera delméngden som innehaller det storsta talet nk.
De 6vriga k — 1 elementen i delméngden kan viljas pa

nk—1\ (nk —1)!
E—=1) ((n—1k)!-(k—1)
olika satt. Det aterstar nu nk — k = (n — 1)k element, som ska fordelas 6ver

n — 1 delmangder med vardera k element. Induktion 6ver m ger att antalet
mojligheter for detta ar
((n—1)k)!

(n— 1) (khn—t"
Multiplikation ger att det totala antalet mojligheter ar
(nk —1)! (n—1k)! (nk —1)!
(n=1k)- (k=11 (n=1Dl- ()1 (n—1)- (k)1 (k—1)!
nk - (nk —1)! (nk)!

nk-(n—1- (k)1 (k-1  nl. (k)

IDet &r helt i sin ordning att ha n = 0 som basfall, savil hir som i uppgift O.8.

10



0.9. Lat ¢, vara antalet 231-undvikande permutationer av {1,...,n}; vi sdtter
co = 1. Lat n > 1. T en given tillaten permutation m = ajas - - - an, lat k+1 vara
den position dar vi hittar talet n. Vi hdvdar att de forsta k elementen i m maste
vara de k minsta talen 1,..., k. Anta ndmligen att nagot @ > k-+ 1 &r pa nagon
av dessa positioner. Da maste nagot b < k vara pa nagon av de positioner som
ligger till hoger om n. Detta innebar dock att anb bildar monstret 231, vilket
ger en motsigelse.

Anta nu att var och en av ajas - - - ag och agyoakys - - - a, ar 231-undvikande.
Da ar dven hela permutationen 7 231-undvikande, ty de forsta k elementen &r
alla mindre d4n de n — k sista. Omvént géaller att var och en av ajas . ..ax och
Qk+20k+3 - - - ap ar 231-undvikande om 7 ar 231-undvikande.

Nu ar antalet 231-undvikande permutationer av {1,...,k} lika med cy,
medan antalet 231-undvikande permutationer av {k + 2,...,n — 1} ar ¢,—p—1.
Summerar vi 6ver k far vi

n—1
Cp = § CkCn—k—1,
k=0

vilket, tillsammans med startvillkoret ¢y = 1, visar att ¢, ar lika med det n:te
Catalantalet.

11



2

0.10. En permutation 7 dr en involution om och endast om 7= ar identiteten.

(a) Vi har att

72(k) = 7((k+m)mod 2m) = ((k +m) +m) mod 2m
(k4 2m) mod 2m = k.

e Vi har att

7%(k) = n((a — k) mod 2m) = (a — (a — k)) mod 2m = k mod 2m.

e Vi har att
r=(1,2,4,8,5,10,9,7,3,6).

7 #r alltsa en cyklisk permutation av lingd 10. Detta medfor att 7!0 =
(7°)? dr identiteten, vilket innebér att 7> ir en involution.

0.11. Studera en partition av X med egenskapen att en delméngd i partitionen
innehaller exakt n element. Vi har tva fall:

e Partitionen bestar av tva delméngder av storlek n. Det finns % (2:) sadana
partitioner. Varje delméngd Y till X av storlek n ger ndmligen upphov till
partitionen {Y, X \ Y}. Det finns (27?) sadana delméangder, men eftersom
de tva delméngderna Y och X \'Y ger upphov till ssamma partition maste
vi dela detta antal med 2.

e Partitionen bestar av exakt en delméngd av storlek n. Det finns (27?) satt
att vélja denna delmingd Y. Antalet partitioner av mangden X \ Y i
minst tva delméngder dr B,, — 1; vi subtraherar 1 eftersom vi ska rékna
bort partitionen {X \ Y'}. Multiplikation ger att antalet partitioner av X
med givna egenskaper ir (*") (B, — 1).

Summering ger att det sokta antalet partitioner ar

) )= () (D)

12



0.12. Lat n > 1 och studera den forsta mangden i partitionen. Om antalet
element i méngden &r j finns det (7) sdtt att vélja méngden. De Gvriga n — j
elementen kan partitioneras pa P,—; olika sétt. Den forsta méngden &r icketom,
vilket innebar att j ligger mellan 1 och n. Vi far alltsa att

o (= () ()

Jj=1 =0

For att berikna den genererande funktionen P(z) noterar vi att

P(z) = angzuz:m%

n>0 ’ n>1
- 1+zz() 1+zzp e
n>11=0 n>1i=0
- 1+ZZ I 1+ZZR|J|
i>0n>i+1 >0 j>1
= 1+) P, ,Z—_HP( )(e” — 1),
i>0 'J>1 ’

och dérmed att P(z) =1/(2 — e®).

0.13. Forst paminner vi om att det n:te Belltalet B,, ar lika med antalet
partitioner av méngden {1,...,n}. For en given vinnande kastsvit, 1lat A; vara
méngden av pilar som hamnar i ring 7. Lat k vara maximalt sadant att nagon
pil hamnar i ring k. Detta innebér att Ag4q,..., A, dr tomma, och villkoret (3)
ger att Ay,..., Ay alla &r icketomma. I synnerhet ar {4;,..., A} en partition
av {1,...,n}.

Vi vill visa att vi har en bijektion mellan vinnande kastsviter och parti-
tioner av {1,...,n}. For en given partition vill vi alltsa visa att det finns
precis en kastsvit som ger denna partition enligt ovanstaende procedur. Ordna
méngderna i partitionen som {Aq,..., Ax} sa att

min A; < min Ay < --- < min Ayg.

For en given partition ordnar vi alltsa méngderna i stigande f6ljd med avseende
pa varje mangds minsta element. Vi har da att en vinnande kastsvit ger upphov
till partitionen {A;,..., Ax} om och endast om A; ar den méingd av pilar som
hamnar i ring ¢ for 1 <4 < k. Villkoret (3) &r ndmligen ekvivalent med att det
minsta elementet i A; &r mindre &n det minsta elementet i A; for alla ¢ < j.

13



0.14.

(a) T en given permutation med k cykler, studera den cykel som innehéaller
elementet n. Om ldngden pa cykeln &r r har vi att cykeln ar pa formen
(1,...,2.), dar &, = n. Det finns (n—1)!/(n—r)! sitt att vilja elementen
Z1...,2r—1 och sedan ¢,,_, y—1 satt att vilja de 6vriga k — 1 cyklerna; vi
har n — r aterstaende element. Talet r &r som minst 1 och som mest
n—(k—1)=n—k+1, ty om r ar storre &n n — k + 1 finns det inte plats
for ytterligare k — 1 cykler i permutationen. Vi erhaller ddrmed att

n—k+1
I S
Cn,k = (n — T)' Cn—rk—1-

r=1

(b) Vi ér intresserade av
n—1
fon x
fk(x) - § Cn,k (TL _ 1)|’
n>k

alltsa derivatan av N

Jol@) = Y enn.

n>k
Vi ser att
anl " (n - 1) anl
E:%$m—1ﬂ =22 (n— ) R G )
n>k n>k r=1

> Y
= Cn—rk—1" —"7 1

’ —r)!

r>1n>r+k—1 (TL T).
_ _ 1 zm 1

m=n-r] = Zx Z Cm’k‘l'ﬁ_ﬁ'f’c‘l(x)'

r>1 m>k—1

(¢) Vi anvinder induktion 6ver k for att bevisa pastaendet. For k = 0 far vi
att
(—In(1—2))° 1
o! -
vilket &r lika med fo(x). Anta att k > 1. Induktion ger att

_ Jr—1(x) 1 . (—In(1 — 2))k1

1—x 1—z (k—1)

fi(x)

k
Vi har nu att derivatan av w ar lika med

D(=In(1—x)- % (@ —=2)t 1 (W@ —2) fra(2)

k! 1—z  (k—1)!  1-z
Alltsa &ar : .
Je(x) = Ehd o) n(z!_ @) +C

for nagon konstant C. Eftersom cp = 0 dr konstanttermen i fi(z) lika
med noll, vilket innebar att C' = 0.

14



0.15.

(a) T en given partition med k delméngder, studera den delméngd som in-
nehaller elementet n. Om storleken pa delméngden &r r har vi (’T’j)
mojligheter for de ovriga 7 — 1 elementen i méngden och sedan S;,—, ;—1
sitt att vilja de 6vriga k — 1 delméngderna; vi har n — r aterstaende el-
ement. Talet r &r som minst 1 och som mest n — (k —1) =n —k + 1,
ty om r ar storre &n n — k + 1 finns det inte plats for ytterligare k — 1
delméingder i partitionen. Vi erhaller darmed att

n—k+1 n—1
Sn,k = Z (7’ . 1)Sn—r,k—1

(b) Vi ar intresserade av
n—1
b x

filz) =) Sn,kFa

!
= 1!

alltsa derivatan av

file) = 7 Suay.

n>k
Vi ser att
1 n—k+1 1
z" n—1 z"
Sn T Sn—r 17—
Sy = L X (1)
n>k n>k r=1
.’L'T_l LphT
- Y Y Sew
’ — |. —r)!
e P A (r—=1! (n—r)!
[m=n-—r] = Z il Z S -ﬁ—ez-f (x)
- - (T — 1)' m,k—1 ml = k—1 .
r>1 m>k—1
(c) Vi anvander induktion 6ver k for att bevisa pastaendet. For k = 0 far vi
att 0
-1,
0!
vilket ar lika med fo(x). Anta att k > 1. Induktion ger att
T T (ez — 1)k_1
filx) =" fri(z) = e EUES
Vi har nu att derivatan av (exal)k ar lika med
x k- (eI _ 1)]671 x (eib B 1)k71 T
D(e *U'T:e BNV “fr-1(z).
Alltsa ar .
T -1
fr(z) = (e =" +C

k!
for nagon konstant C. Eftersom Sy = 0 dr konstanttermen i fi(x) lika
med noll, vilket innebar att C' = 0.

15



0.16. Studera diagrammet for en given partition. Antalet kvadrater i kolumn
1 &r lika med antalet delar. Antalet kvadrater i rad 1 &r lika med den storsta
delen i partitionen. I synnerhet har vi att en partition har hogst k£ delar om och
endast om den storsta delen i partitionens konjugat ar hogst k. Konjugat ger
alltsa en bijektion mellan partitioner med hogst k delar och partitioner sadana
att varje del ar hogst k.

0.17. Vi har en bijektion mellan mingden av partitioner av talet n och
méangden av partitioner av talet kn sadana att varje del ar delbar med k. Av-
bilda namligen partitionen

n:x1+...+zr

pa
kn =kxy+ -+ kz,.

0.18. Studera en partition som ar lika med sitt eget konjugat. Idén i beviset
ar att dela in partitionen i ”hakar” och bilda en foljd (by,...,by) s& att b; ar
storleken pa den i:te haken. For att beskriva proceduren studerar vi Figur 1, dér
hakarna i diagrammet dr markerade med omvéxlande vitt och gratt. Storleken
pa hakarna ar i tur och ordning 13, 7, 5 och 1, vilket ger foljden (by, b2, b3,bs) =
(13,7,5,1) och alltsa partitionen 26 = 13 4+ 7 4+ 5 4+ 1, en partition med udda
och sinsemellan olika tal. Storleken pa en given hake &r uppenbarligen udda och
minst tva mer &n haken precis innanfér. Detta medfor att foljden (by, ..., by,)
alltid bestar av udda och sinsemellan olika tal. Omvént kan vi for en sadan f6ljd
sitta ihop hakar som i Figur 1 och pa sa sétt fa en partition som ar lika med
sitt eget konjugat. Detta ger en bijektion mellan de tva mangder av objekt som
skulle raknas.
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0.19. Se Figur 3 for de unika tablaerna.

617 11314]5]|14
8 |11]12 26| 7|15]16
13|15 11213]5]8(9/(10]14 819110
10]14]16 4167 [11(12])13]15(16 11112(13

s lwlo =
Ne

Figur 3: De unika fullstéindiga tablierna i uppgift 0.19.

I fallet med den forsta tablan kan vi resonera stegvis pa foljande sétt:

(i) Elementet 4 befinner sig i den fjirde raden. Detta innebér att den enda
mojligheten for de tre positionerna ovanfor 4 i den forsta kolumnen &r
elementen 1, 2 och 3.

ii) Eftersom 7 ligger i den fjarde kolumnen finns det bara tva mojligheter for
de tva positionerna till vanster om 7 i den andra och tredje kolumnen,
namligen 5 och 6.

(iii) Eftersom elementet 10 ligger pa den fjarde raden maste elementen ovanfor
10 pa den andra och tredje raden att vara 8 och 9.

(iv) Med elementet 12 i den fjarde kolumnen maste 11 ligga den tredje kolum-
nen direkt till vanster om 12.

(v) Eftersom 14 ligger i den fjarde raden och den tredje kolumnen finns det
bara en mgjlighet for de aterstaende elementen 13, 15 och 16.

Se Figur 4 for illustrationer av de mellanliggande stegen (i)-(iv).

7] LBl 7] [1]s5]e]7] [1]5]6]~
12| [2 12| [2 12| [2 s [z
3 3 3|9
4 [10]14 1 [10[14 4 [10[14 4 [10]14

(i) (i) (iif) (iv)
Figur 4: Steg (i)-(iv) i 16sningen till uppgift O.19, forsta tablan.

Pa liknande sitt kan vi resonera for de tva dvriga tablaerna; se Figur 5 och
Figur 6 for de mellanliggande stegen.
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58 4] [1]2]3]5]8 14
4 11 11

(1) (i)
1{2]3][5]s
46|71

(iii)

Figur 5: Mellanliggande steg i losningen till uppgift 0.19, andra tablan.

514 11314]5|14 11314514
2 7 21617

11]12[13
(i) (iii)

.

—
w

—~
[
~—

Figur 6: Mellanliggande steg i losningen till uppgift O.19, tredje tablan.
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- .. 123456 .
0.20. Resultatet for<4 596 3 1) blir
1[3]6] [1]2]4]
215 , 1315
[ 4] L 6]
.. 123456 .
Resultatet for (6 351 2 4) blir
1[2]4] [1]3]6]
315 , 1215
1 6] 4]

Att vi far samma par av tablaer fast i omvéand ordning beror pa att de tva
permutationerna ar varandras inverser.

0.21. Resultatet blir

1]2]7 1[2]7
3[5]8 3]/5]8
4 4
16 ] 16 ]

Tablaerna ar lika eftersom permutationen ar sin egen invers.
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0.22. Resultatet blir

(

a1 | as | as an 1 2 3 n
bl bQ bg bn ’ n+1 7’L+2 7’L+3 27’L ’
Efter n steg har vi namligen paret
(o]t fbs]--- [bu], [1]2]3]--- [n]).

Detta foljer av att by < by < -+ < by,.
Vi anvander induktion 6ver k, 0 < k < n, for att visa att vi efter n + k steg

av algoritmen har paret

ak

bi |- | b |

1

k

ai
by

br,

n+1

n+k

Observera att k = n ger det slutliga paret av tablaer.

Basfallet k¥ = 0 stdmmer uppenbarligen. Anta att k& > 0 och studera steg
n+k+1 av algoritmen. Det aktuella talet som ska in i algoritmen &r ag4;. Enligt
antagandena har vi att ap < agy1 < bgy1. Detta innebér att apy; hamnar i
kolumn k + 1 pa den position dar just nu by befinner sig. Eftersom by < bgy1
knuffas biy1 ner till positionen langst till hger pa den andra raden. Resultatet

blir alltsa

k:+1|---|n|)

vilket avslutar induktionsbeviset.
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