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Losningar till tentamensskrivning, 2010-05-31,
Partiella differentialekvationer for ME och K.

Anm: Vissa detaljer inom ramen for standardresonemang, samt rutinrédkningar, har hér utelimnats.
Fullstandiga detaljer ska dock redovisas pa tentamensskrivningar.
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b) Variabelseparation efter vanligt monster (detaljerna utelamnas) ger den allménna 16sningen

till PDE + RV:
u(z,t) = Z Bne "sin n,
n=1

varefter anpassning till BV ger, med hjilp av a), svaret pa uppgiften:
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u(z,t) = E (T)e”2t sinn.
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2. Ansatsen y =Y 7 a,z""" ger, om vi sitter a, = 0 for n <0,

22 +xy + (922 — Ay = - = Z[(n +r+2)(n+7r—2)a, + 9a,_o)z"",

n

dar summationen sker 6ver alla heltal n. Denna serie ska vara lika med noll, vilket endast
intraffar om alla koefficienter &r noll. Da n < 0 férsvinner automatiskt koefficienterna. D&
n = 0 blir, med tanke pa att a_5 = 0 och ay = 1, koefficienten noll om och endast om

(r+2)(r—2)=0.
Detta &r indexekvationen, med rétter r = +2. Den storsta roten, r = 2, leder med sékerhet
till en 16sning pa den sokta formen.
Med denna rot, r = 2, far vi rekursionsformeln
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ap = —manfz

for n > 0, med startviarden a_; = 0, ag = 0. Detta leder till svaret
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3. Fouriertransformera i z-led. Med

t(w, t) e W dy

L

(Asmars definition av Fouriertransformen) blir differentialekvationen

Ot (w, t)
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Denna ordinara differentialekvation i ¢t har den allmédnna l6sningen

A(w,t) = Alw)e ™",

(iw)? 0w, t) =

For t = 0 fas A(w) = u(w,0), varvid Fouriertransformering av u(x,0) med hjilp av t.ex.,
formel 19 pa sid A67 i Asmar, att

. —iw _w?
Aw) = i(w,0) = TS,
och darmed .
’&(C«J,t) — _?M 7w2(t+%)_

Aterstar inverstransformering, som kan goras genom att kéra samma formel (i Asmar) bak-
langes. Efter lite rdkningar fas svaret
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Man kan notera att 16sningen existerar en liten bit bakat i tiden, ndrmare bestamt for —% <
t < oo.

4. a) Randvérdena beror inte pa ¢ (och inga andra data heller) och Laplace-operatorn ar inva-
riant under rotation runt z-axeln. Alltsa kan inte heller 16sningen bero pa ¢ eftersom den ar
entydigt bestdmd.

En nagot mer precis motivering ar foljande: Koefficienterna i differentialekvationen beror inte

pa . Om vi darfor apphcerar pa dlfferentlalekvatlonen AV =0, sa foljer det att Aav = 0.

Vidare har vi g‘; = 0 pa hela randen Dirmed 16ser 2%

ar g—‘; = 0. Vilket skulle bevisas.

) V- ett Dirichletproblem vars enda losmng

b) Pa grund av a) kan vi skriva V' = V(p, z) 1 fortsdttningen. Vi ansitter forst variablesepare-
rade 16sninger V' (p, z) = R(p)Z(z) till differentialekavationen och randvillkoren pa mantelytan
(inklusive uppférandet vid z-axeln). Efter inséttning i
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5t +t557=0
ap?  p ap 072
och division med RZ fas
R// R/ Z// 0
—+—+—-=0
R  pR 7
Hér beror sista termen i véansterledet enbart pa z, medan 6vriga termer inte beror pa z. Det
foljer att den ndmnda termen &r konstant, sig = k. Resten av vénsterledet ar da = —k, vilket

ger ekvationen for R,
pR" + R + kpR = 0.



Detta ar Bessels differentialekvation, pa parametrisk form och av ordning noll, vilket tydligast
inses om man forlinger med p och skriver k = a?; det far anses kint att endast k& > 0 ger
icke-triviala losningar.

Ekvationen ar nu
P’R"+ pR +ad*p*R=0 (0<p<2),

med allmén l6sning

R(p) = AJy(ap) + BYy(ap).

Hér maste B = 0 for att villkoret da p — 0 ska bli uppfyllt. Randvillkoret att R =0 da p = 2
ger sedan att Jy(2a) = 0, dvs att

Qp
= — =1,2,3,...
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dér a,, betecknar nollstallena till Jy (0 < iy < g < ...).

Vi har nu kommit fram till att de enda méjligheterna for k£ och R ar

o? Qpp
k=220 Rip) = Ad(22E)

For Z far vi ekvationen

med allmén 16sning

anz _anz

Z =A,e 2 + B,e” 2 :ancosh%—i—bnsinh%.

Vi foredrar den senare formen eftersom den bést passar de randvillkor vi har i z-led. Sam-
manstillning av ovanstaende ger, efter bortsortering av éverflodiga konstanter, den allménna
losningen till PDE + RV mantel:
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Vip,z) = Z JO(%)(CL” cosh % + b, sinh
n=1

Inséttning av randvillkoren for bottenytan ger att a,, = 0 {6r alla n, varefter randvillkoret for
toppytan ger

- 3 n n
Y b, sinh ;‘ JO(O‘2P) —100 (0<p<2).
n=1

Detta ar en Besselserie pa intervallet 0 < p < 2. De forekommande Besselfunktionerna ar
ortogonala med avseende pa mattet pdp, sa

3o, Jo 100 - Jo(22)pdp
2 Jo Jo(*52)2pdp

Fran BETA, avsnitt 12.4 (t.ex. under “Recurrence formulas”, alternativt “Orthogonal series
of Bessel functions”), kan man utlésa att

b,, sinh
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Vi har ocksé, enligt BETA eller gult blad (Asmar), L (zJ,(z)) = zJo(x), varfor

2 g 4
J dp =+ = —Ji(a,).
/0 0(2)PP o 1(ar)
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Allt detta ger
200

o, sinh 222 J; (o)
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och darmed svaret

> 200 Qpp. . . QpZ
Vip,z) = J h —2=.
(p.2) ; o, sinh 222 J) (o) of 2 )sin 2

. a) Produktansatsen ger

rR N i 0
R o 7
dér var och en av termerna maste vara konstant, sig = +k resp. —k. For & fas da
O = ikd
med allmén 16sning A
() = Ae're.

For att denna funktion ska vara 2m-periodisk maste k vara ett heltal (ej nédvandigtvis posi-
tivt).

For R fas nu L
R —=R=0 (0<r<a).
T

Multiplikation med den integrerande faktorn r—* ger

r "R — kr "R =0,

dvs (r*R) = 0, med lésning
R(r) = Br*.

Eftersom R maste vara regulér i origo sa bortfaller alla negativa virden pa k. Kvarstar alltsa:
k=0,1,2,....

Sammanfattningsvis har vi funnit att varje produktldsning méaste vara pa formen Cjr¥ei?
(Ck konstant) med k£ = 0,1,2,.... Superposition av alla dessa ger den allménna lésningen

Ulr,¢) = Z Cyrie™®.
k=0
b) Genom identifiering av ovanstaende med det givna randvillkoret fas omedelbart 16sningen
Ulr, o) = 2 + 3rte’.

c) Hér har vi att identifiera Fourierserien Y -, Cre’®® med €% — =%, vilket inte dr mojligt
eftersom det forekommer en term med negativt k£ i den senare. Losning saknas alltsa.




