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1. Sok forst icke-triviala losningar till differentialekvationen plus randvillkoren pa produktform:
u(z,t) = X(x)T(t).
Inséttning i ekvationen ger, efter division med X (x)7T'(t), att

() _,X'()

= konstant = k.
a0 X(2) onstan

For X fas, tillsammans med randvillkoren, (Sturm-Liouville-) problemet

k
XH_ZX:O (0<z<1),

X(0) = X(1) = 0.

Om k > 0 finns bara den triviala l6sningen X = 0, sa vi kan anta att % = -\ <0, for
nagot A > 0. Da fas
X (z) = Acos(Ax) + Bsin(\z),

varvid X (0) =0 ger A =0, och sedan X (1) = 0 att A maste vara ett nollstélle till sinus
(annars fas bara X = 0 identiskt). Alltsd: A =nm (n =1,2,...), k = —4n?z? och

X(x) = Bsinnmz.

Givet k som ovan blir ekvationen for T: T + 4n?7*T = 0, med lésningar
T(t) = Ce ™™,
Vi fann alltsa produktlosningarna
u(z,t) = Bsinnmz - Ce ¥, n=12....

Superposition av dessa och omddpning av konstanterna ger

u(z,t) = Z Cpe ™ sinnra.

n=1

Nu ska begynnelsevillkoret satisfieras. Insédttning av ¢t = 0 ger

ZCnsinmm:l—a: (0<x<1)

n=1



varav

2 [ 2
C, = —/ (1 —z)sinnrrder =--- = —.
1/ nmw
Alltsa far vi svaret pa uppgiften:
u(z,t) = i 16_4”2“2'5 sin nwx
— nm
a) Anséatt
Yy = Z a,x".
n=0
Det ger
(e e} e} (o)
y" — 8xy + 2\y = Z n(n — 1)a,z" 2 — Z 8na,z" + Z 2 a, "
n=0 n=0 n=0

— Z[(n +2)(n + 1)ang2 — 2(4n — Na,)z"™.

n=0

Detta ska vara identiskt lika med noll, vilket ger rekursionsformeln
2(4n — N)

n+2)(n+1)

an+2:( Gn n=0,1,2,....

De tva forsta koefficienterna, ag och aq, ar fria, och l6sningen blir, i termer av dessa,

AN —38 A—4
y(w):ao(l—Ax2+%x4+...)+a1(x—

x3+()\_4)(/\_12)x5+...)

30

= aoyo(z) + a1y ().

Rekursionsformeln i a) visar att om A dr pa formen A\ = 4k for nagot heltal £ > 0 s&
blir a9 = a4 = --- = 0 och ddrmed en av losningarna g, och y; ett polynom. Och
om A inte &r pa denna form sa blir alla 16sningar odndliga potensserier. Egenvirdena &r
alltsa A =0,4,8,12,16, . ...

For att skriva ekvationen pa Sturm-Liouville-form sa forlanger vi med faktorn

_ 42
ef( 8r)de _ —da?

Det ger
2 2
(6—450 y/)/ + 2)\6—4x Y= 0.

Har avlaser man fran Sturm-Liouville-teorin att
w(z) = 2e 4,

dr en viktsfunktion (detsamma géller w(x) = Ce~*" for godtycklig konstant C' > 0).



3.

a)

Vi soker forst produktlosningar u(r, ) = R(r)®(yp) till differentialekvationen, som blir

TQR—”—i—rE—I—C};”:O.
R R @

Den sista termen beror bara pa ¢, de tva forsta bara pa r. Det foljer att dessa delar
maste vara konstanta var for sig. ® maste dessutom vara 27-periodisk, vilket gor att
konstanten for ®-delen méaste vara pa formen —n?, n > 0 heltal. Ekvationen for ® blir

da
" +n*® =0,
med l6sningar
O(p)=ap+b  (n=0),

P (p) = an cosny + by, sinne (n>1).

I forsta fallet maste a = 0 for att ® ska vara periodisk.

For R far vi ekvationen

r’R" +rR —n’R = 0.

Detta ér en Eulerekvation. Ansatsen R = r* ger indexekvationen A(A — 1) + A —n? =0
med losningar A = £+n. Detta ger

R=A+Blr (n=0),

R(r)=Ar"+ Br ™" (n>1).
I bada fallen maste B = 0 for att R (och ddrmed u) inte ska fa en singularitet i origo.

Superponerar vi nu alla produktlésningar R(r)®(¢) som erhallits ovan sa far vi den
allménna 16sningen till Laplaces ekvation pa formen:

u(r, ) = a+ Z " (ay cosny + by, sinne).

n=1

Ovanstaende ska anpassas till randvillkoret. Vi har

du(r,p)
or

Z nr"*(a, cosny + b, sinnep).
n=1

Med r = 3 ser vi att a,, b, ska viljas sa att

23”_1n(an cosny + b, sinng) = 5cos p — 6 cos 2¢p.
n=1
Det ger att a1 =5, a = -1, a3 =a4=---=0, by = by =b3 =--- =0 samt att a ar

helt fri. Det ger 16sningarna
u(r, ) = a + 5rcos o — 1% cos 2p

(a godtycklig).



c¢) I detta fall finns ingen 16sning, ty randvillkoret ger

2
—dgpz—/ cos? pdp = —1 # 0,
o Or 0

medan Greens formel a andra sidan ger

2
8—udg0 = // Aurdrdyp = 0.
o Or

~ 1 > —iwT
u(w,y) = E/ U,(fL’,y)e dx.

Fouriertransformering av differentialekvationen ger

4. Lat

du(w,y)

ay =0.

(34 cosy)iwi(w,y) +

Denna differentialekvation i y &r linjér (och separabel), och integration pa vanligt vis ger
den allménna 16sningen
i, ) = Afw)e Wi

Med

s inses att

Alw) = 4(w,0) = f(w).
Inverstransformering ger sedan svaret

6
xr—3y—siny)?+4

ulz,y) = flz =3y —siny) = ¢

5. a) Variabelseparation ger

T R R’ 1R 10"

= —(— +-— + ——) = konstant = E.
T i R TR e T konstan
Detta ger, for T:s del,
1Bt
T(t)=Ce
och for ®:s del,
"+ m*® =0

med baslésningar ®(p) = "%, dir m méste vara ett heltal (positivt, negativt eller
noll) for att ® ska bli 27-periodisk. For R erhalls ekvationen

2uF
R+ rR + (—'l;i r? —m*)R =0,

vilket dr en form av Bessels differentialekvation av ordning m. De enda losningar som

ar regulédra i origo ar
V2uk )
r).
h

R(r) = A (



Randvillkoret R(2) = 0 ger att 2—V2}§LE = Qm|;ns AT |, 1 = 1,2, ... betecknar
nollstéllena till Besselfunktionen .J,,,|. Energinivierna blir alltsa

2 2
Ay

E=FE,,=
81

)

och de sokta produktlosningarna

I'®¥ml,n

)6imgoef SM’

Y(rp,t) = Iy (——

m=-2,-1,0,1,2,...,n=1,2,3,....

Allménna l16sningen till Schrodingerekvationen fas genom superposition av ovanstaende
produktlosningar, varefter insdttning av ¢t = 0 ger

o0

> T()ém,n im
¢(7"79070): Z ZAm,nJ\m\(%>e v

m=—oo n=1

Denna ska identifieras med den givna initialfunktionen, vilket ger att A,,, = 0 for
m # 0 (pa grund av att initialfunktionen inte beror pa ¢) och

1 ra
J;] 1 JO On ),dr
A

On

’ f02 J[)(m) rdr

Efter forenklingar leder detta till svaret

Ji1(75*)

.2
5 TOJO,n _ ZO‘O,nﬁt

= J, 8y
;ﬁ@o’njl(aoyn)z 0( 2 )e




