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Tentamenssskrivning, 2013-03-11, kl. 14.00-19.00.
SF 1648, Partiella differentialekvationer.

e Tillatna hjilpmedel: Formelsamlingen BETA (medhavd) samt “Formler ur Asmar” (10 sidor),
som delas ut tillsammans med textlappen. (Ej minirdknare.)

e Tentamen bestar av 5 uppgifter, som var och en bedéms med 0-5 poédng. Betygsgrénserna, for
den totala podngsumman, inklusive bonus fran lappskrivningar, ar 23 (betyg A), 20 (betyg
B), 17 (betyg C), 14 (betyg D), 11 (betyg E).

1. (5p) Bestdm l6sningen u = u(x,t) till foljande begynnelse /randvérdesproblem for
varmeledningsekvationen i en rumsdimension:

ou  d*u .
PDE : 5—4@ for 0<$<17t>0,
RV: w(0,t) =u(l,t)=0 (t>0),
BV: wu(z,0)=1-x (0<z<1).

2. (5p)
a) Differentialekvationen
y' —8xy +2\y =0, —o0 <z < o0,

som beror pa en parameter A, dr reguldr pa hela den reella linjen. Bestdm tva linjart
oberoende lésningar y = y(z) genom att gora en potensserieansats kring x = 0. Det
ricker att ta med termer upp till gradtal fem.

b) Losningarna i a) kommer att bero pa A. For vissa speciella virden pa A (“egenvérdena”)
finns det 16sningar som &r polynom (éndliga potensserier). Vilka virden &ar det?

¢) Om yi(x), y2(x) &r tva polynomldsningar (se b)) som hor till olika virden pa A sa géller

/_ " (@)@ = 0

e e}

for en viss viktsfunktion w(x) > 0. Bestdm w(z) genom att skriva differentialekvationen
i a) pa “Sturm-Liouville-form”. (Denna deluppgift kan lsas oberoende av a) och b).)

3. (bp) Laplaceoperatorn ges i poldra koordinater (r, ¢) av

0*u  10u 1 9%u

A= Gn o T o

a) Bestdm den allménna l6sningen till Laplaces ekvation Au = 0 i en godtycklig
cirkelskiva 0 < r < R genom att i detalj genomfora variabelseparation och darefter
superposition av de erhallna produktlosningarna.



b) Bestam alla 16sningar till randvérdesproblemet (av “Neumanntyp”)

PDE: Au=0 1icirkelskivan 0 <7r < 3,
ou

RV : a—(3,g0) = 5cos p + 6sin® p — 6 cos? .
r

¢) Hur manga l6sningar finns det om randvillkoret i b) &dndras till
o
or
4. (5p) Bestédm en funktion u(z,y) som &r definierad i hela (x, y)-planet, som dér 16ser
differentialekvationen (av forsta ordningen)

3,¢) =5cosp+6sinp — Tcos’p  ?

Ju  Ou
(3+cosy)%+a—y =0

och som pa z-axeln ges av
6

Ledning: Fouriertransformera differentialekvationen i z-led.

5. (bp) Vagfunktionen ¢ for en partikel med massa p > 0 som ror sig fritt i ett plant cirkulért
omréade uppfyller Schrédingerekvationen, i poldra koordinater (7, ¢) given av

00 R 10w 1,
ot 2u 0r2  ror  r2oe?”
Hér ar i > 0 (Plancks konstant) och i = /—1. Vi antar att det cirkulara omradet ar
0 <r < 2och att ¥ = (r, ¢, t) ar noll pa randen:

¥(2,9,t) = 0.
a) Bestdm alla l6sningar pa produktform

U(r,o,t) = R(r)@()T(t)

till ovanstaende problem. Separationskonstanten mellan tidsvariabeln och 6vriga
variabler (ndrmare bestdmt konstanten F = ¢hT"(t)/T(t)) kan tolkas som en energi,
och du far anvinda att denna &r positiv. Specificera vilka energinivaer som férekommer
bland de tillstand hos partikeln som svarar mot produktlosningar.

b) Generellt &r vagfunktionen en blandning (superposition) av olika produktlosningar.
Bestédm tidsutvecklingen av vagfunktionen i fallet att den initialt ges av

L foro<r<l,

@D(T?@’O) = {ﬁ

0 for1 <r <2.

Anm: For att skriva svaret pa enklast mojliga form kan bl.a. féljande formel anvéindas:

1
1
/0 Typ(apja)*zde = §Jp+1(am‘)2-

Har betecknar oy, j = 1,2,... nollstéllena till J,.

LYCKA TILL!



