Kontrollskrivning nr 1 SF1603 FlerVariabelAnalys (med svar)
onsdag 26 februari 2014.
Ordinarie skrivtid 105 minuter. Inga hjialpmedel. Alla inforda beteckningar skall
forklaras. Alla resonemang skall kunna f6ljas.

1 a) Antag att II &r ett tangentplan till en sfar ¥ . Finns det da alltid ett annat,
parallellt plan II, som aven det ar ett tangentplan till X7
Ditt svar till denna del a) behéver inte innehalla nagra formler eller kalkyler.

b) Antag nu att II &r ett tangentplan till ytan

dar det fixa talet 6 ar +1 eller —1. (Hér &r a,b och c¢ positiva konstanter.)
Finns det da alltid ett annat (distinkt, skilt) parallellt plan ﬁ, som aven det ar ett
tangentplan till H ?

Du maste motivera Ditt svar med formler och/eller kalkyler.

2. Lat r beteckna avstandet fran origo i planet och t beteckna tiden. En viss
vattentemperatur V' = V(r,t) i planet antages satisfiera differentialekvationen

oV 0V 10V .
E—W—FE, da 7">0,t>0

2
Det finns l6sningar pa formen V = g( %) . Bestam alla sadana 16sningar.

2

3. En kulle beskrivs av grafen z = exp( — % — 2y2> .

a) Var ér denna kulle brantast?
b) Hur brant ar kullen dir den r som brantast?

Svar och losningar.

1 a) Om det givna tangentplanet tangerar sfaren i nordpolen och alltsa &r horison-
tellt, sa finns ett parallellt och horisontellt plan som tangerar sfaren i sydpolen.
Nordpolen och sydpolen kallas antipodala punkter pa sfaren.

Pa samma sitt har alla andra punkter pa sfaren en antipodal punkt, som man nar
genom att fran den givna punkten pa sfiaren folja diametern rétt igenom sfarens
centrum till den punkt pa sfiaren, som ligger langst bort ifran den givna.

En punkt och dess antipodala punkt har var sitt tangentplan, som ar parallella.

b) Ytan H é&r identisk med nivaytan G(z,y,z) = J, dar funktionen G ges av

G(x,y,z) = 2—; + g—z — z—j Uti en punkt r; = (z1,y1,21) pa denna yta ges en
normal till tangentplanet 7} av gradienten n; = grad G = <2ai21, 21%, — %) . For

att finna ett annat tangentplan 75 med en normal ns, som &r parallell med n;, sa



racker det med att titta pa den antipodala punkten ro = —ry = (—21, —y1, — 21)

till r1, med normal n, = —n;.
1T 1 ny c21z

a? b2 c?

= — 4§, sa de ar parallella men icke sammanfallande.

Dessa tva tangentplan har ekvationerna T3 = ¢, och
Ty x By Az

a? + b2 c?

15

? v 2 §
2. Om vi antager att V(r,t) = g(%), sa blir — = _rg,(r_))

or t t
0%V 2 r? 472 r? ov r? r? .
57 = Zg/<7> + t_29”<7) , och 5 = (— t_2>g’(7>. Med detta fas

. 0’V 19V 9V 2 472 2 r?
0 = teived = G~ G G = (70 ) o (F )

7q2

=
karakteristisk ekvation 4\? + A\ = 0 med rétterna A = 0 och A\ = —1/4, varav
g(u) = A4+ Be~%/* diar A och B ir godtyckliga konstanter.

Dablir V.= A + Bexp(—r?/4t).

(49" + ¢'), Den linjira ordinara differentialekvationen 4g” + ¢’ = 0 har

2
3. Skriv h(z,y) = exp ( _ T 2y2) . Lutningen bestdms av storleken (absolut-

2
beloppet) hos gradienten grad h = (—z, —4y) h(z,y). Gradientens absolutbelopp
blir maximalt precis da funktionen f(z,y) = |grad h|* =

= (2?2 + 16y?) exp ( - 2% - 4y2> blir maximal. Dar detta intraffar maste
0 =grad f = <2£L‘ — 2z (2% + 1697%) , 32y — 8y (2% + 16y2)) h?.

Men h # 0, sa vi far tva ekvationer 2 (z* 4+ 16y*> — 1) = 0 och

8y (x® 4+ 16y* —4) = 0. Om = = 0 finner man y-virdena 0 och £1/2. Om y = 0
finner man x-véardena 0 och £1. Om bade x och y skulle vara nollskilda, sa uppstar
kravet att kvadratsumman z? + 16y? skulle behdva vara lika med bade 1 och 4
samtidigt (vilket ju icke &r mdjligt). Vi finner alltsa sammanlagt fem punkter i planet,
dar grad f = 0. I punkten z = 0, y = 0 nar kullen sin hégsta héjd h(0,0) = 1,
och i denna punkt &r da lutningen | grad ~(0,0) | = 0. De tva intressanta lutningarna
blir |grad h(0,+1/2)| = 2/y/e, och |grad h(£1,0)| = 1/y/e. Eftersom kullen
planar ut mot xy-planet, da vi avlagsnar oss fran origo i xy-planet, har vi funnit
den storsta lutningen 2/4/e.

Anm 1. Man far i stort sett samma ekvationssystem att 16sa, om man soker
stationdra punkter for funktionen g¢(z,y) = |grad h| = +/f istéllet for for f,
eftersom

1
gradg:---:%gradf, alias grad (¢*) = (2¢)grad g.

Anm 2. Exponentialfunktionen skrivs ofta exp a = e®.



