Institutionen for matematik, KTH. Tentamen 21 augusti 2014.
SF1603, FlerVariabelAnalys for F1 & CL-MAFY2.

Inga hjdlpmedel tillatna. Svar och berdkningar skall motiveras. Alla resonemang maste ga att folja.
Alla inforda beteckningar skall forklaras. Tentamensskrivningen bestar av tva delar: del I omfattar
10 uppgifter & 4 poiang var; del II omfattar 6 (eller 7) uppgifter & 6 poang var. En godkénd KS1
ersitter tentamensuppgift 1. En godkiand KS2 ersitter tentamensuppgift 2. Varje godkénd inlupp ger
en bonuspoang vid tentamen. For godként (= betyg E) kravs 26 poang (pa del I-11), inklusive bonus.
Betyg D erhalles vid uppnadda 31 poang (pa del I-1I), inklusive bonus. For betyg C, B, A maste man
vara godkdnd och ha uppnatt ett visst antal podng pa del II. Om man pa tentamen har uppnatt 24
poéang (inklusive bonus), med sex eller fler uppgifter som &r vdsentligen ratt, ges betyg Fx, med
mojlighet till muntlig (eller skriftlig) komplettering av tentamen. Endast betyg E kan da erhallas.

For aldre teknologer ges betygen 5, 4, 3, K och U, dar 3 motsvarar E, K motsvarar Fx och U
(underkéand) motsvarar F.
Kurshemsida: http://www.math.kth.se/math/GRU/2013.2014/SF1603/CTFYS/

Del I. Tio uppgifter a 4 poang.

1. Genom punkten (2, —3,0) passerar en nivayta for funktionen

G(z,y,z) = arctan (3x + 2y — 4z + 3) och en nivayta for funktionen

H(xz,y,z) = sin(3y —x + 11) — cos(z + 5y + 15). Bestam ekvationen for en rét linje
L som gar genom den givna punkten och dessutom tangerar de bada ovan ndmnda
nivaytorna.

t
uppfyller nagon differentialekvation av typen wg, + wyy, = Cwy, och bestam i sa fall
konstanten C'. Har ar exp z = e~*.

2. Avgor huruvida funktionen w = f(z,y,t) = . exp( — —> , t >0,

3. Berikna integralen f_ooo (f_io exp(—y2)dy> dr , dir exp z = e?.

4. Antag att funktionen f uppfyller differentialekvationen yf, = =z fy’. Visa att
kurvan 522 = 7 — 5y? &r en nivakurva till f.

5. En bil ror sig med konstant fart langs en kurva i form av en stor halvcirkel. Da den
kort igenom hela kurvan fortsédtter bilen rakt fram med precis den hastighet den hade
da den kommit ur kurvan. Berdkna den acceleration bilen utséatts for bade i kurvan och
efter kurvan samt avgor speciellt huruvida accelerationen blir en kontinuerlig funktion
av tiden.

6. En partikel ror sig i omradet x > —2 och y > —2 ldngs en bana som ges av att
2(z+y+1) + xzy = 0. Bestdm partikelns storsta och minsta avstand fran origo.

7. Berikna medelvirdet av funktionen y? — 22 &ver omradet

Q2?4+ +1 <22+ 4y.

8. Da man skall 16sa Maxwells ekvationer nédgas man berdkna rotationen av rotationen
av ett vektorfalt. Det visar sig att detta nya vektorfalt kan uttryckas med hjélp av tva
andra operatorer. Lat hir A betyda Laplaceoperatorn, definierad av att

Aw = wzly +wyy +wll .

Den kan operera pa varje komponent av ett vektorfalt F = (f,g,h) genom att

AF = (Af,Ag,Ah). Visa att

rotrot F = agraddivF 4+ bAF for nagra konstanter a och b, samt ange dessa.



9. Inledning (som Du kan hoppa 6ver). Det finns endast tre sorts rorelse i rummet som
hela tiden foljer samma lokala styrlag helt oberoende av det omgivande rummet eller
rymden. Den enklaste ar ratlinjig rorelse med konstant hastighet. Det nast enklaste
ar plan cirkelrorelse med konstant fart. Den allminnaste &r en direkt kombination av
dessa enkla rorelsemonster: Att rora sig ldngs en spiral med konstant fart.

Uppgiften. En liten fluga antages rora sig lings en spiral, sa att z-koordinaten vaxer
linjart med tiden, medan flugans projektion (skugga) ner(e) pa zy-planet beskriver en
likformig cirkelrérelse runt origo i xy-planet. Beskriv spiralrérelsen med koordinater
och berdkna hur langt flugan ror sig i rummet under den tid da dess skugga ror sig ett
helt varv i zy-planet.

10. Ett slags rund och konstig “tarning” 7 beskrivs av att alla punkter i kroppen T
e bade ligger pa ett avstand fran x-axeln som ar hogst ett

e samtidigt som deras avstand till y-axeln ocksa begrinsas av talet 1.

Beskriv kroppen 7 med koordinater samt berikna dess volym. Tips: Da man skall
utvardera en multipelintegral kan integrationsordningen vara helt avgorande.

Del II. Sex uppgifter a 6 poang.

11. Enhetsklotet ryms precis in i en origocentrerad kub med volym atta. Om man nu
vill tvinga in detta klot i en mindre kubisk lada, sa kan man skéra av sex olika kalotter,
var och en centrerad kring en koordinataxel. Vi tanker oss nu att vi skall beskara klotet
pa detta satt sa att de sex avskurna kalotterna touchar varandra i tolv punkter — rita
garna figur. Berdkna arean av den del av sfaren ( = klotets yta ), som blir kvar efter
alla kalotter.

12. Los differentialekvationen w,, — wy, = 0 fullstindigt genom att inféra nya
variabler av typ « + vy .

13. Forsok att hitta en enkel sluten kurva +, som omsluter ett omrade €2 i planet med
positiv area, sadan att integralen / 23 ydr + zy°dy blir noll.
2l

14. En sluten cirkelskiva med radie R ligger i yz-planet med centrum pa y-axeln pa
avstandet a fran origo. Har ar a > R, sa att hela cirkelskivan ligger pa ett positivt
avstand fran origo. Cirkelskivan roteras nu ett helt varv runt z-axeln i det tredi-
mensionella zyz-rummet, sa att en solid torus bildas. Den ser ut som en (s6t) munk
med ett runt hal i mitten. Berdkna volymen av denna kropp genom att utvardera en
volymsintegral.

15. Antag R > 0 och lat ~ vara en enkel, sluten kurva i planet. Bestdm det
maximala vardet som integralen I(v) kan antaga, da kurvan -~ tillats variera, dér

I(v):/{x3+y3+R2<x—y>}dx+{y4—x3—y3+2R2<x+y>}dy.

16. Denna uppgift handlar ENBART om sadana kritiska punkter for funktioner f av
tva variabler, vilkas karaktir HELT OCH HALLET avgérs av deras (lokala) Taylor-
polynom av grad 2 i den kritiska punkten. Rita garna figurer.

a) Forklara varfor de nivakurvor till f, som ligger alldeles i ndrheten av en lokal
maximipunkt (eller minimipunkt) i stort sett ser ut som sma ellipser.

b) Forklara varfor nivakurvorna till f alldeles i ndrheten av en sadelpunkt i stort sett
ser ut som hyperbelgrenar.

c) Hur ser nivakurvan f(x,y) = 0 ut pa mikroskopisk skala alldeles nédra origo om
f(z,y) = (coszv3)(coshy) —1 7 Hirdr coshy = (e¥ + e ¥)/2.
Lycka till!



Korta, preliminéra svar (utforligare 16sningar kommer senare; anmél ev. feltryck):

1. I punkten &r grad G = (3,2, —4)/10 och grad H = (—1,3,0) . Deras kryssprodukt
ger en riktningskoefficient V' for den sokta linjen, V. = (12,4,11)/10 .

2. Svar jamed C = 4.

3. Ombytt integrationsordning gor att vi kan evaluera denna generaliserade integral till
1/2.

4. Jfr motsvarande uppgift i maj 2014.

5. Genom hela kurvan har accelerationsvektorn a konstant langd a > 0 och ar hela
tiden riktad mot cirkelbagens centrum. Léangs den efterféljande rakstriackan ar accele-
rationen (identiskt) lika med nollvektorn. Speciellt blir accelerationen som en funktion
av tiden diskontinuerlig vid just den tidpunkten da fordonet lamnar kurvan.

6. Partikeln ror sig langs en hyperbolisk bana med origo i ena brannpunkten, som om
partiklen vore en ensam planet med solen i origo. Minsta avstandet till origo (solen)
blir 2v/2 — 2 ~ 0,828. (De nya variablerna v = x + 2 ,v = y + 2 underléttar
kalkylen.) Det storsta avstandet ar oéndligheten. (Eller: Det finns inget storsta avstand,
ty avstandet kan bli hur stort som helst.)

7. Omradet ar en cirkelskiva med radie 2 och centrum i punkten (1,2). Nya koordinater
w=21x—1,v =1y — 2 transformerar funktionen 3> — z? till g(u,v) = (v + 2)? —
(u 4 12 = v> — u? + 4v — 2u + 3 och omradet till D : u*>+v? < 4. Over D
har u? och v? samma medelviirde (mv), medan de tva linjira funktionerna 4v och 2u
bada har mv noll. Kvar blir den konstanta funktionen 3, vars mv ocksa ar 3.

8. Man finner a = 1 ,b = —1.

9. En beskrivning ges av o = z(t) = Rcos wt , y =y(t) = R sin wt , z = z(t) = bt .
Med T = 27/w , s& att Tw = 2r blir kurvlingden L = /(27R)2 + (bT)2 eller
L? = p?> + h? , dar p = omkretsen 27 R och hojden h = bT'.

10. Volym = 16/3.

11. Varje kalott far area |K| = 7(2 — v2) ~ 7 - 0,586. Kvar av sfiarens area blir
A=dr —6|K|=--~m/2>0.

12. Den endimensionella vagekvationen. Med u=x —y ,v =x +y fas
w=G(u)+ H(v), dir G och H é&r (relativt) godtyckliga envariabelfunktioner.

13. Om man ritar en enkel kurva i férsta kvadranten fran en punkt (a,0) pa positiva
x-axeln till en punkt (0,b) pa positiva y-axeln (t ex en rakt linjesegment eller en
kvartcirkelbage i fallet a = b > 0), och sedan speglar denna kurva i bade x- och y-
axeln, sa far man en sluten, enkel kurva ~ kring origo (t ex en rhomboid i det forsta
fallet eller en hel cirkel i det andra fallet). Den &r tillrackligt symmetrisk kring origo,
for att den givna integralens bada termer var och en for sig blir noll.

14. Volymen blir V = 2ma -7 R?, vilket stimmer med en sats av Pappos (som idag
rakar heta Guldins regel efter sin aterupptéckare). (Vérdet skulle dock i denna uppgift
berdknas som en trippelintegral; hir blir det enklast med cylindriska koordinater.)

15. Greens sats ger I(y) = [, 3(R® — 2 — y?)dady, dér D &r omradet innanfor
kurvan ~. Integralen blir maximal om vi later D vara cirkelskivan kring origo med
radie R. Med polira koordinater beriiknas da I till R* - 37/2.

16 a) och b). Skirskada Taylorpolynomet av ordning 2.
c). Nistan som de riita linjerna y = + /3, med lutning +60 grader.



