Matematik, KTH ; JA

Inlamningsuppgift nr 2 SF1603 FlerVariabelAnalys
lamnas in SENAST onsdag 21 maj 2014 klo 24.00.

Lis noggrant igenom denna ingress. Ni far samarbeta HOGST tva och tva. Om
Du har samarbetat med nagon *MASTE* Du skriva dess namn lingst upp pa forsta
sidan. Glom ej skriva tydliga namn och personnummer. Alla inférda beteckningar
skall forklaras. Alla resonemang skall kunna foljas. Varje teknolog skall héfta ihop
sina papper. Inga losa papper emottages. Allt skall skrivas for hand; inga datorut-
skrifter accepteras. Inga inscannade datorfiler emottages. Alla inlamnade papper
skall ha SPIKRAKA kanter, precis sasom normala rektanguléra A4-papper.

Isaac Newtons allménna gravitationslag séger att de attraktiva krafterna mellan tva
punktformiga massor m; och mso pa avstand Rio fran varandra har storleken

(G) F = % och &r riktade mot den andra kroppen.
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1. Skriv upp kraftfaltet (vektorfiltet, vf) som verkar pa testmassan mgy i rummet
om vi tanker oss att den ena massan m; = M ligger fix i origo och den andra
massan msy = p ligger pa avstand r fran origo. Har ar r absolutbeloppet av radius
vector r, som har de kartesiska komponenterna (z,y,z). Ténk speciellt pa féltets
riktning.

Beréikna en (fysikalisk) potential, som en funktion av r eller r, for detta vf. Det
betyder att kraften skall vara minus gradienten av potentialen.

2. Vi skall nu berdkna den kraft som ett homogent sfariskt skal S utévar pa en
testpartikel. Lat skalet (sfiren) ha radie R med centrum i origo och masstéthet o
[ med sort t ex kg per kvadratmeter |. Lat testpartikeln ha massa p och ligga pa
avstand r fran origo. Har har vi ett val: man kan forsoka berdkna denna kraft direkt
fran (G) eller ocksa via potentialen. Skriv nu upp en (Riemann)summa for en av
foljande tva storheter: (Den totala) kraften F'(r) eller for (gravitations)potentialen
U(r) i punkten r. [ Sfiaren har ekvation 2% + y? + 22 = R? . |

Skriv dérefter upp motsvarande dubbelintegral (6ver hela sfaren S') som ger antingen
kraften direkt eller potentialen.

Evaluera (utvirdera, berdkna) direkt en av dessa integraler. Ledtrad: Vilj en
position (pa avstand r fran origo) for testpartkeln, som &r sa enkel som méjligt att
beskriva i nagot av de koordinatsystem, som Du véljer for evalueringen. Observera
att Du maste behandla tvenne olika fall, antingen ar » < R eller tvartom. Du
behover inte behandla fallet » = R under evalueringen, ty den luckan kan man fylla
i efterat genom kontinuitet (bade kraften och potentialen visar sig bli kontinuerliga
funktioner av r i hela rummet).

Nu skall Du ha (tva olika) explicita uttryck for antingen kraften eller potentialen, ett
for fallet » < R och ett for fallet » > R och de skall 6verensstamma da » = R.

Berdakna nu potentialen i hela rummet fran uttrycket for kraften, eller tvartom kraften
i hela rummet utgaende fran potentialen.
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Tips: Det visar sig att bokstavskombinationen Gua% dyker upp pa flera stéllen.
Man kan da t ex kalla den £ .



Forhoppningsvis har Du nu kommit till Newtons fantastiska resultat: Nettokraften
pa en testpartikel *utanfor® det sfariska skalet 4r precis samma som om hela
skalets massa vore koncentrerad i sfarens centrum, medan en testpartikel inuti det
sfariska skalet inte upplever nagon nettokraft alls!

3. Nu skall vi berakna nettokraften pa en testpartikel fran ett homogent tjockt
sfariskt skal eller fran ett homogent klot.

Vi ténker oss nu en konstant masstithet p [ med sort t ex kg per kubikmeter |,
som den attraherande kroppen har for alla punkter pa avstandet R fran origo, dar
ni 0 <a<R<b< oo. Fallet 0 = a betyder att kroppen ar ett homogent klot
med radie b. Fallet 0 < a betyder att vi har ett homogent tjockt sfariskt skal med
innerradie a och ytterradie b. (Da a gar mot b och p langsamt gar mot oo, kan
vi aterfa det sfariska skalet.)

Vi skall nu berdkna kraftfaltet i hela rummet, som denna kropp genererar. Det &r
enklast att tdnka sig detta tjocka sfiriska skal sasom uppbyggt av florstunna sfarer,
alla med olika radie. Lat nu testpartikeln ligga pa avstand r > 0 fran origo. Har
kan det vara enklast att resonera som sa:

Alla (florstunna) sfarer, som ligger *innanfor* testpartikeln, attraherar testpartikeln
med en kraft, som har storlek proportionell mot den florstunna sfarens massa och
mot 1/r2.

Ingen av de (florstunna) sfarer, som ligger *utanfor* testpartikeln, paverkar testpar-
tikeln med nagon kraft alls.

Observera att om 0 < a, sa far vi tre olika fall for radien r, medan det bara blir
tva olika fall om vi har satt 0 = a.

Forsok nu berdkna potentialen for testpartikeln for alla olika r-vérden.
Satt nu @ = 0, om Du inte redan gjort det.

Forhoppningsvis har Du nu kommit till detta resultat: Nettokraften pa en testpartikel
*utanfor* klotet ar precis samma som om hela klotets massa vore koncentrerad
i dess centrum, medan en testpartikel nagonstans inuti klotet, pa avstand r < b
fran klotets centrum, upplever en kraft, som ar proportionell mot avstandet r till
centrum. Det betyder att kraftfaltet utanfor klotet lyder under Newtons lag, medan
kraftfaltet inuti klotet (tédnk pa testpartikeln inuti klotet som en liten neutriono, som
kan rora sig ganska fritt utan att kollidera med klotets egna atomer) lyder Hookes
lag. Hooke grialade mycket med Newton om dessa olika kraftlagar.

4. Berdkna bade divergensen och rotationen for det centrala (radiala) vektorfaltet
F(r) = rr" =1 = %, diar k &r ett godtyckligt reellt tal, eller ett heltal.
Ar det nagot speciellt med k-virdena —2 och/eller +1 7

Lycka till! Kontakta forelasaren om tryckfel upptécks.



