Matematiska Institutionen, KTH

Tentamensskrivning pa kursen Linjar algebra, SF1604, den 14 mars 2014
kl 08.00-13.00.

Examinator: Olof Heden.

OBS: Inga hjalpmedel &r tillatna pa tentamensskrivningen.

Bonuspoéng forvirvade under ldasaret 2013-2014 far anvéndas. Den som har b bonuspoéng
far anvinda hogst fem av dessa podng for att uppna maximalt 15 poang pa del 1. Till
poangsumman pa del IT och del III adderas sedan det storsta av talen b — 5 och 0.

For full poéng kravs korrekta och vél presenterade resonemang.

Betygsgrinser: (Totalsumma podng ar 40p.)
13 poéng totalt eller mer ger minst omdomet
15 poéng totalt eller mer ger minst betyget
20 poéng totalt eller mer ger minst betyget
25 poing totalt eller mer ger minst betyget
30 poidng totalt eller mer ger minst betyget
35 podng totalt eller mer ger minst betyget
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DEL I
1. (ON-system) Lat u = (1,2,3) och v = (0,1, 1) vara tva vektorer i R

(a) (3p) Bestdm langden av vektorn @, cosinus for vinkeln mellan @ och o, samt en
vektor w vars langd ar 1 och vars riktning &r vinkelrat mot bade u och v.

(b) (2p) Betrakta planet m som innehaller punkten (1,2, —1) och som &r parallellt
med vektorerna @ och v. Bestam det (eller de) reella tal a for vilket punkter
med koordinaterna (3,5, a) ligger i planet 7.

2. Lat a vara ett reellt tal och latA och B beteckna nedanstaende matriser:

1 21 011
A=1|1 3 4 B=|12 3
2 5 4 1 1 a

(a) (2p) Bestdm matrisen A:s invers A™1.
(b) (1p) Bestam, for varje véirde pa a, en matris X sadan att XA = B.
(¢) (2p) Undersok for vilka vérden pa det reella talet a som det finns en matris Y

sadan att A = BY.

3. (5p) Lat A beteckna matrisen

10 0
A=|1 5 -5
1 -5 5

Bestém en diagonalmatris D och en matris B sadana att A = BDB™'.




DEL 1II
4. Lat a vara ett reellt tal och 1lat A beteckna den linjira avbildning fran R? till R®

som definieras av
A1) = (1,1,2,1,3), A(1,2,3) = (1,2,2,2,-1), A(0,1,1) = (2,3,4,3,q).
(a) (2p) Bestdm A:s kdrna ker(A) nér a = 1 och nir a =2 .

(b) (2p) Om a = 1 finns linjéra avbildningar B fran R’ till R? sidana att BoAZ =
for varje vektor z i R3. Bestdm tva olika sddan linjira avbildningar B.

(c) (2p) For vilka virden pa a ér A injektiv (dvs "ett till ett” eller 1-1). For vilka
viarden pa a dr A en inverterbar linjar avbildning.
5. Betrakta i R?* 16sningsméingderna IT; och II, till systemen

Ty + 2ZE2 + r3 — Ty = 5 res Ty + QZEQ + r3 — Ty =
T + X9 —l’3—|-2.2?4:—2 P r1 + X2 —.T3—|-2.T4:

(a) (2p) Bestdam II;, dvs bestdm samtliga 16sningar till det vénstra systemet ovan.
(b) (3p) (ON-system) Bestéam avstandet mellan II; och Ils.
6. (4p) Finns det nagon symmetrisk 3 x 3-matris A sadan att A? = A och
(35 2)A=(141).

(OBS. Ett svar med enbart antingen "ja” eller "nej” utan nagon motivering ger
inga poéng pa detta problem.)

DEL III (Om du i denna del anvénder eller hdnvisar till satser fran ldroboken skall dessa
citeras, ej nodvéndigvis ordagrant, dér de anvéinds i 16sningen.)

7. (ON-system) Lat m beteckna méngden av 3-tipplar (z; xo x3) sadana att z; —
2x9 + 4x3 = 3 och lat my beteckna méngden av 3-tipplar (x; x5 x3) sadana att
31]1 — T2 + 21’3 =T.

(a) (1p) Bestdm en matris B sadan att
(a:l To x3)€7r1 = (xl T xg)BTGWQ (1)
(b) (2p) Undersok om det finns nagon ortogonalmatris B med ovanstaende egen-
skap.

(¢) (2p) Undersok om det finns nagon matris B med rang 2 for vilken ekvivalensen
i ekvationen (1) ovan géller.

(d) (1p) Undersok om det finns nagon matris B sadan att det(B) = 1 och for
vilken ekvivalensen i ekvationen (1) ovan géller.

8. (1p+1p+2p, max 4p) Bestam det storsta virdet som
rang(AB) — rang(BA).
kan anta for tva n X n-matriser A och B.

(OBS. En korrekt gissning ger 1p, en korrekt 16sning nér n = 4 ger 1p, och man
far 4p for en korrekt 16sning av problemet for godtyckligt n. Ett svar som motiveras
med goda resonemang och "kloka” argument kan komma att premieras med fler
poéng an ett.)



