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DEL I

poéng totalt eller mer ger minst omdomet Fx
poéng totalt eller mer ger minst betyget
poéng totalt eller mer ger minst betyget
poéng totalt eller mer ger minst betyget
poéng totalt eller mer ger minst betyget
poéng totalt eller mer ger betyget

> Qoo

1. (5p) Bestdam de vérden pa talet a for vilka nedanstaende ekvationssystem

T + Yy + 2 = a
x + az 1
ay — 2z = 2

har ingen, precis en respektive odndigt manga losningar. Ange ocksa losningarna i
de fall antalet losningar ar oéndligt manga.

Losning. Koefficientmatrisens determinant

11 1 1 1 1
10 al=0 -1 a—1|=2-ala—1)=2-d*+a=(a+1)(2-a),
0 a -2 0 a —2
ar lika med noll om och endast om a = —1 eller a = 2. Vi loser systemet for dessa

varden pa a. For 6vriga virden pa a har systemet en unik 16sning.

For a = 2 ger Gausselimination

r + y+ z =2 r+ oy + z =2
x + 2z = 1 ~ -y 4+ z = -1
2 — 2z = 2 2y — 2z = 2

varur z =t, y =t + 1 och x = 1 — 2¢, dir ¢ kan véljas gotyckligt.



For a = —1 ger Gausselimination
r +y + z = -1 r + y + z =2
T - 2z =1 ~ -y — 2z = 2
-y — 2z = 2 -y — 2z = 2

varur z =t, y = 2t + 2 och x = —3 — 3¢, dar ¢ kan véljas gotyckligt.

2. (a) (2p) Det finns ett reellt tal a sadant att (1+14)* = a(1—17)"1°. Bestidm talet a.
Losning. Da (1 +14)(1 — i) = 2 far vi
a= (144931 +9)"(1 —4)% = (1+1)%2".
Overgang till polira koordinater ger
(1414)% = (V2)3(cos(m/4) + isin(r/4))® = 2*(cos(2n) + isin(27) = 2*

SVAR: 219

(b) (3p) Visa med ett induktionsbevis att talet 12 delar 72" — 52" for alla positiva
hela tal n.

Losning. Pastaendet ar sant nir n = 1 ty
7?5 =49-25=24=2-12.
Vi visar nu att nedanstaende implikation dr sann for alla hela tal n > 1
5 =f12 = 7D 520 = 9
dar k och k' ar hela tal.
-5 =k-12 = T"=5"4k12 =
7D _ 52ntl) 2 p2n _ g2(ntl) — q2(520 4 gL 19) — 5252 =

=24 -5 — 49k12 = (2 - 5" — 49k)12,

dvs den givna implikationen ar visad.

Av induktionsaxiomet foljer nu att 12 delar 72" —5%" for alla naturliga tal n > 1

3. (5p) (ON-system) Lat m beteckna planet med ekvationen x + 2y + 3z = 6, och m
ett plan genom punkterna (0,1,1) och (1,0, —1) och vinkelratt mot planet ;. Lat
¢ beteckna skdrninglinjen mellan planen 7; och 7. Bestdm avstandet fran punkten
P =(1,1,1) till linjen ¢. (Dellosningar kommer att ge delpoéng.)

Losning. Punkten P = (1,1,1) tillhor planet m; eftersom punktens koordinater
satisfierar planets ekvation: 1-142-14 3 -3 = 6. Eftersom planet 7y ar vinkelrat
mot planet m; sa blir kortaste avstandet fran P till linjen ¢ lika med P:s avstand till
planet 7.



Vi behover en normal till planet mo. Planet 7:s normal ny = (1,2,3) &r parallell
med planet 7y liksom vektorn mellan punterna @ = (0,1,1) och R = (1,0,—1) i
planet my. Kryssprodukten ger nu en normal till mo:

ne=m x QR = (1,2,3) x (1,—-1,-2) = (~1,5,-3)

Avstandet fran P till planet ges nu t ex av lingden av projektionen av vektorn QP
pa my:s normal g = (—1,5, —3). Enligt kénd formel har vi

__ QP ~1,5,-3) - (1,0,0
Prof,, (QP) = 7 ?@ " (—(1 5,—3) -)(—<1 5 —)3)(_1’5’_3) -
= = (_1757_3) = __1(_1:57_3)

(—1)2 + 52 4 (—3)2
Eftersom langden av denna vektor ar 1/ V35 far vi
SVAR: 135
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DEL II

4. Matrisen A har egenvirdena 1,2 och 3. Egenvektorer som hor till dessa egenvéirden
ar, respektive

vi=(11 -1 w=210" wvi=(-2 -2 37"
(a) (3p) Bestdm matrisen A.

Losning. Vi andnder ”Martins metod” for att bestimma matrisen A:

11 -1]1 1 -1 11 —-1]1 1 -1
2 1 04 2 0 |~|21 04 2 o
—2 -2 3|-6 —6 9 11 0|-3 -3 6
00 —1] 4 4 -7 00 1| -4 —4 7
10 0[7 5 =6 |~[100 7 5 -6
11 0[-3 -3 6 01 0/-10 —8 12
Sa
SVAR:
7 —10 —4
A=| 5 -8 —4

(b) (2p) Bestdm A~1(vy + 2vy + 3v3).

Losning. Vet att om matrisen A dr inverterbar och At = \v sa v = A~!\0.
Eftersom 3 x 3-matrisen A:s tre egenvarden &r skilda fran noll sa dr A inver-
terbar. Vi far darfor

AN (vi+2vy +3vs) = A0 + AT120, + A 71305 = 0y + Uy + U3 =
11 -D"+2107+(-2 —-23)T=(102)7

vilket &r svaret pa denna uppgift.



5. Betrakta vektorrummet P bestaende av alla polynom med reella koefficienter. Vi
infor en inre produkt (p(t) | ¢(¢)) i vektorrummet P genom

1

(p(t) | a(t)) = / p(t)q(t) dt.

-1

Bestam projektionen av polynomet t3 pa det delrum L till P, som spinns upp av
polynomen —1 + ¢ + 2t2 och t.

Losning. Vi skapar forst, med hjélp av Gram-Schmidts ortogonaliseringsmetod, en
ortogonal for delrummet L:

Sitt e; =t och s6k A s& att & = (=1 + ¢ + 2t?) — M &r ortogonal mot &; = ¢, dvs

1 1
0= / (=14t + 22 — M)tdt = / (—t+ % + 265 — M?)dt

1 -1

Eftersom intervallet &r symmetriskt kring origo &r integralen ovan léatt att berdkna
och vi far villkoret .
2
0= / (1= N)2dt = (1 — \)=.
1 3
Sa A = 1 och ortogonalbasen bestar av vektorerna

61:t och 52:—1+2t2
Vi kan nu anvénda projektionsformeln och far

(£ ]t) (] -1+1%)

Proj(t*) = (t1t) (18| -1+)

(=14 2¢%)

Aterigen kan vi utnyttja att integrationsintervallet &r symmetriskt och far

L 44
t*dt 2
Ly _25, 3,

Proj, (1) = SE 1ty g g gy — o T 25,
- [foeae o 2/3005

(t]t)

SVAR: 3t/5.

6. (5p) For vilka reella tal b och ¢ finns det en linjéir avbildning A fran R3 till R® sddan
att A avbildar vektorn (3,2,1) pa vektorn (3,0, c), samt snittet mellan A:s kdrna
och A:s bildrum dr det delrum till R som genereras av (1,2, 3), samt att Ao A ir
nollavbildningen, dvs

A(3,2,1) = (3,b,¢), ker(A)Nim(A) =span{(1,2,3)}, Ao A(z)=0,

for alla vektorer z € R3.

(OBS Motivera ditt svar noggrant, avsaknad av korrekt argumentering resulterar i
poangavdrag.)

Losning. Om dim(ker(A)) = 1 sa forsvinner hogst en dimension varje gang avbild-
ningen A appliceras. Eftersom R? har dimension 3 sa maste saledes dim(ker(A4)) = 2



om A o A skall vara nollavbildningen och A inte &r nollavbildningen. Dimensions-
satsen ger da att dim(im(A)) =3 — 2 = 1, och vi kan sluta att

im(A) = span{(1,2,3)}.

Par definition sa géller att A(3,2,1) € im(A), dvs
A(3,2,1) = (3,b,¢) =t(1,2,3)
for nagot reellt tal ¢. Da tydligen ¢ - 1 = 3 sa &r enda mgojliga t-vérdet ¢t = 3, och
A(3,2,1) = (3,b,¢) =1(1,2,3) = 3(1,2,3) = (3,6,9).

For att A skall existera maste b = 6 och ¢ = 9.

Aterstar att visa att en avbildning A med dessa egenskaper ocksa existerar. For den
skull definierar vi nu en limplig linjir avbildning A pa en bas for R? genom

A(3,2,1) = (3,6,9), A(3,6,9) =(0,0,0), A(0,0,1)=(0,0,0)
Eftersom

— 1240

— N W
O O W
_ o O

sa #r de tre givna vektorerna en bas for R, Lat

z

21(3,2,1) + 22(3,6,9) + 23(0,0,1)
vara en godtycklig vektor i R3. Da giller

Ao A(Z) =x1A0 A(3,2,1) + 1940 A(3,6,9) + w34 0 A(0,0,1) =
21A(3,6,9)+22A4(0,0,0)423A(0,0,0) = 21(0,0,0)422(0,0,0)+23(0,0,0) = (0,0,0)
dvs A o A ar nollavbildningen. Av rékningarna ovan framgar ocksa att
A(z) = 21(3,6,9)

dvs im(A) = span{(3,6,9)} = span{(1,2,3)}. Eftersom dessutom (1,2,3) € ker(A)
sa im(A) C ker(A) och darmed uppfyller A de givna kraven.

SVAR: b=6ochc=09.

DEL IIT (Om du i denna del anvander eller hdnvisar till satser fran ldroboken skall dessa
citeras, ej nodvéndigvis ordagrant, dér de anvénds i 16sningen.)

7. (a) (1p) Betrakta vektorrummet R® och lat U = span{(1,1,1,1,0), (0,1,2, —1,2)},
och V' =span{(1,0,1,0,—2),(—3,1,1,1,—1)}. Visa att det finns ett 3-dimen-
sionellt delrum TV till R® som innehéaller V' och vars skiirning med U &r noll-
vektorn, dvs V.C W och W NU = {0}.



Lésning. Vi visar forst att de fyra uppspidnnade vektorerna ovan ar linjart
oberoende och kompletterar med en vektor till en bas fér hela rummet R®.
Nedanstaende algoritm ger detta:

1 0 1 -3 10000 10 1 -3 1 0000
11 0 1 01000 0o 1 -1 4 —-110060
1 2 1 1 0010O0]|~}0 2 0O 4 —-10100
1 -1 0 1 00010 0 -1 -1 4 -1 0010
0 2 -2 -100001 0 2 -2 -1 0 0001
10 1 -3 1 0 00O 10 1 -3 1 0 00O
01 -1 4 -1 1 0O0O0 01 -1 4 -1 1 0O0O0
o0 2 41 -2100(|~100 2 -4 1 =21200
00 -2 8 -2 1 010 00 0 4 -1 -1110
00 0 -9 2 -2001 00 0 -9 2 -22001

Ur tablan framgar att de fyra forsta kolonnerna &r linjart oberoende och att
den sista kolonnen inte &r en linjirkombination av de fyra foérsta kolonnerna.
Vi later nu

W = span{(1,0,1,0,—2), (—=3,1,1,1,—1),(0,0,0,0,1)}

Detta delrum W uppfyller specifikationen nedan, enligt 16sningen av deluppgift
b) nedan.

(b) (4p) Ge nédvandiga och tillréackliga villkor for att det till tva delrum U och V
till ett dndligtdimensionellt vektorrum L finns ett delrum W till L sadant att

W nuU = {0}, VCw, dim(U) + dim(W) = dim(L).
Motivera vall

Lésning. Vi visar att det ridcker att U NV = {0} for att ett vektorrum W
enligt givna specifikationen skall existera. Detta villkor ar givetvis noédvéndigt.
Lat ey, ..., é; vara en bas for U och é,,1, ..., ., vara en bas for V. Da &r dessa
t + s vektorer linjart oberoende, ty om

A€1+ -+ M€+ 1€iy1 + -+ psEis = 0,

sa
A1+ N = =1y — o — [sCrgs.

Vénstra ledet ovan tillhor U och hogra ledet V', men snittet av U och V ar
bara nollvektorn, sa

Mer+ N8 = 0= = — - — psCrps.
vilket da ger att
/\1207"-7/\7?:07 ,ulz(),...,,uszo

eftersom respektive uppséattning vektorer ar baser for U respektive V.



Vi kompletterar nu den linjart oberoende uppséttningen av s + ¢t vektorer ey,
...y €5y med vektorer €441, ..., €, till en bas for L (dim(L) = n). Lat

W = span{é;i1,...,én}.
Detta delrum till L uppfyller de givna forutséttningarna, eftersom
dim(W) =n —t,

V = Span{ét+1, e 7ét+8} g Span{ét+1, e ,én} = VI/,

samt
UNW =span{eéy,...,e} Nspan{éii1,...,e,} = {0},

eftersom de n vektorerna ey, ..., €, ar linjiart oberoende.

8. (5p) I vanliga 3-dimensionella rummet R® dr det litt att forsta innebérden av att
tva punkter befinner sig pa olika sidor om ett 2-dimensionellt delrum till R®. I hogre
dimensioner ar det kanske svarare att se detta. Skriv, berdtta och diskutera om det
gar att generalisera bergreppet ”pa olika sidor om ett delrum” till hogre dimensionell
geometri. Om sa ar fallet forsok ocksa ge en formel med vars hjialp man kan avgora
detta for tva punkter P och () relativt ett delrum L.

Losning. Med att tva punkter P och @) ligger pa olika sidor om ett delrum L menar
vi att varje kontinuerlig kurva mellan dessa punkter innehaller en punkt i L.

Vi visar forst att om L dr ett (n — 1)-dimensionellt delrum till det n-dimensionella
vektorrummet R" sa kan man definiera vad som menas med att tva punkter ligger
pa samma sida om L. Lat ey, ..., é,_; vara en bas for L och utvidga med en vektor
én till en bas for V. Om vektorn v med koordinaterna (zi,...,x,) i denna bas &r
sadan att x, > 0 sa definerar vi punkten P = (z1,...,2,) som placerad ovanfor L,
om x, < 0 sa séger vi att P ligger under planet. Om vi ror oss lings en kontinuerlig
kurva och startar i en punkt med en positiv x,-koordinat och slutar i en punkt med
negativ x,-koordinat kommer vi att passera en punkt déar x,, = 0, dvs en punkt som
ligger i delrummet L.

Ett enkelt test far vi efter att ha infort standardskaldrprodukten i R". Med n =

(Ay,...,A,) som bas foér L:s ortogonala komplement L+, och med ¢, = i har vi
(v,7)
n — ) 1
" ) W
och, eftersom (n,n) > 0 sa
Ty >0 — Az +---+ Ayx, > 0.

Lat é; = (xs1, ..., Tiy), for i =1,2,...,n — 1. Med
&1 e,
it 0 Tin

= Aer + -+ Aney

Tp—11 " Tp-1n



blir, pa samma sétt som i det 3-dimensionella fallet, n en normal till L. Vi far ocksa

X1 e Tn
o 1 T Lin
n-v=

Tn-11 *°° Tp—1n

Tecknet pa denna determinant avgor alltsa vilken sida om L som punkten P ligger.

[ fallet dim(L) = t < n — 1 kan man inte definiera olika sidor till delrummet L.
Néamligen, lat ey, ..., €, vara en bas for R" sadan att €, 4,1, ..., &, utgoér en bas for
L. Antag att varken P = (xq,...,xz,) eller Q = (z},...,2) tillhor L. Notera att L
bestar av de punkter vars forsta n — ¢t koordinater xq, ..., x,,_; samtliga &r lika med
noll. Vi kan da forflytta oss fran P till @ utan att passera L genom att forst "rora”
oss i L' = span{eéy,..., €, ;} utan att passera "origo” i L', och sedan "flytta oss i
hojdled” tills vi kommer till punkten Q. (Mer strikt skulle vi kunna betrakta rita
linjen som passerar genom P och (). Om denna linje skulle innehalla en punkt i L
skulle vi, eftersom vi har minst tva dimensioner i L' kunna kombinera tva réta linjer
som skéar varandra i en punkt R ¢ L och som startar i P och respektive slutar i @,
och som inte passerar genom L.). Det gar saledes inte att dela in mangden punkter
i R™ i tre delméngder, punkter i L, punkter i en méngd "upp” och punkter i en
méngd "ned”, eftersom mellan varje par av tva punkter utanfér L finns, i detta fall,
minst en kurva som inte passerar L.

Det oéndligtdimensionella fallet &r analogt; om till delrummet L finns ett delrum
K av dimension 1 sadant att varje vektor pa ett unikt sdtt kan skrivas som en
linjarkombination av en vektor i K och en vektor i L sa kan man definera en ovansida
och en undersida till L liksom i det férst behandlade fallet ovan. Om vektorrummet
kan forses med en inre produkt och K spanns upp av vektorn (A, ..., A,) fungerar
dven det ovan angivna testet i ekvation (1).



