Matematiska Institutionen, KTH

Losningar till tentamensskrivning pa kursen Linjir algebra, SF1604, for CDA-
TE, CTFYS och vissa CL, fredagen den 13 mars 2015 kl 08.00-13.00.

Examinator: Olof Heden.

OBS: Inga hjilpmedel ar tillatna pa tentamensskrivningen. For full poéng kravs korrekta
och vil presenterade resonemang.

Vid denna tentamensskrivning far bonuspoéng erhallna under vt 2015 anvéandas. Den
som har b bonuspoéng far anvinda hogst fem av dessa podng for att uppna maximalt 15
poéng pa del I. Till podngsumman pa del II och del IIT adderas sedan det storsta av talen
b — 5 och 0.

Betygsgrinser: (Totalsumma poéng ar 40p.)
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DEL I

poéng totalt eller mer ger minst omdémet
poéng totalt eller mer ger minst betyget
poéng totalt eller mer ger minst betyget
poéng totalt eller mer ger minst betyget
poéng totalt eller mer ger minst betyget
poéng totalt eller mer ger minst betyget
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1. (a) (1p) Undersck om de tre vektorerna nedan dr linjart oberoende i vektorrum-

met R*:

=(011237, 5=>010137, 5=012217

Losning. Vi undersoker om nedanstaende likhet har icke-triviala losningar
MIT 1237 +X00013)7+x012210"=0000)7"

Vi raknar 1 tablaform nedan
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|
—_
o O OO

Enda I6sningen &r den triviala, sa
SVAR: De tre vektorerna ér linjart oeroende.

(b) (2p) Lat A beteckna matrisen

1110 3
A=110211
21 21 2

Bestam A:s rang och en bas for A:s nollrum N(A).



Losning. Vanliga algoritmen ger

0 -1 01 —410 0 0 -1 0 =20

1 1 0 0 110 10
0O -1 0 1 —4|0 | ~101
0 0 -1 0 -2|0 0 0

1 =310
-1 410

1110 3|0 1 1 10 3|0 11 1 0 3|0
102110} ~{0-111-2|0}|~[0-1 1 1 =20
2121 2|0

0

0

1 0 210

Vi ser ur sluttabla att givna matrisens rang &r 3, samt att nollrummet bestar
av vektorerna

(3t — s, —At + s, —2t, 5,t) = t(3,—4,—2,0,1) + s(—1,1,0,1,0)

sa en bas for matrisens nollrum &r t ex (3, —4,—2,0,1) och (—1,1,0,1,0).
(c¢) (2p) Finns det nagon matris B sadan att N(B) = N(A) och vars kolonnrum L
ar lika med linjira holjet av vektorerna o1, U5 och o3, dvs L = span{v, vy, U3}.

Losning. Eftersom elementéira radoperationer inte d&ndrar radrummet hos en
matris sa framgar av l6sningen ovan att nedanstaende vektor tillhér matrisens
radrum

31001 —3)+3010 —14)+00102=(33105)

Matrisen B nedan har samma radrum som matrisen A:

0 3
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W= O =
— NN
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Eftersom en matris nollrum &r ortogonala komplementet till radrummet har B
samma nollrum som A. Matrisens kolonnrum har samma dimension som dess
radrum, dvs dimensionen hos kolonnrummet &r tre. Vi vet att de tre forsta
kolonnerna &r linjért oberoende och dérmed en bas for kolonnrummet, varur
kolonnrummet &r linjdra holjet av dessa kolonner.

2. Lat A beteckna matrisen

2 —4 2
A=1|2 -5 3
4 —10 6

(a) (3p) Bestdm samtliga egenvéirden och egenvektorer till matrisen A.

Losning. Karakteristiska ekvationen

2—-A —4 2 2—-A —4 —-A 2—-A —4 1
0=| 2 —5—=A 3 |=| 2 5= —“A|=-A 2 —-5-X 1|=
4 —-10 6-—AX 4 —-10 =X 4 —-10 1



—2—-X 6 0
A =2 5=X 0[=-XA(B=N(-2-XN)+12)=-A(N*=3)1+2)
4 -10 1

har rotterna A = 0, A = 1 och A\ = 2, vilka da &r matrisens egenvérden.

Egenvektorer ar losningar till de homogena systemen (A — AI)x = 0 for re-
spektive egenvérde. Vi far
for A = 0 systemet
20 — 4y + 2z = 0
2c — by + 3z
4r — 10y + 62 = 0

I
o

med l6sningarna Fy = span{(1,1,1)}.

for A = 1 systemet
r — 4y + 22 =0
20 — 6y + 3z =0
4r — 10y + 5z = 0

med l6sningarna F; = span{(0, 1,2)}.
for A = 2 systemet
- 4y + 22 =0
20 — Ty + 3z =
4r — 10y + 42 = 0

e}

med l6sningarna Fy = span{(1,2,4)}.

(b) (2p) Bestdm en diagonalmatris D och en inverterbar matris P sadana att

A =PDP .

Losning. Om vi later D och P vara enligt nedan géller enligt kéinda samband
det ovan angivna forhallandet

000 101
D=(o010], P=[112
00 2 12 4

3. (ON-system) Betrakta det olosbara ekvationssystemet

r + y =1
y = 2
r + vy = 3

(a) (3p) Bestdm en "minstakvadrat”-16sning till systemet ovan.

Losning. Lat A beteckna matrisen

11
A=| 01
11



En minsta kvadratlosning till systemet ges da av
1

( ‘; ) = (ATA) AT ?)

-1

) -(35) =2 %)
(3)=3(2 2)(5)-(3)

(b) (2p) Bestdam projektionen av vektorn (1,2, 3) pa delrummet Span{(1,0,1),(1,1,1)}
till R?.

10
11

[ s R
—_ = =

arar =

far vi

Losning. Enligt kind formel, och med beteckningar enligt ovan, ges projek-

tionen av
1

AATA)TTAT [ 2

som enligt ovan da blir

11 2
1) (0)- (3
11 2
Sé
SVAR: (2,2,2).

DEL II

4. (5p) (ON-system) En parallellepiped har ett hérn P i origo, och de tre angrénsande
hornen i punkterna Q; = (2,2,4), Q2 = (1,3,1) och Q3 = (3,1,2). En projektil
avfyras fran punkten S = (=1, —1, —1) i riktning mot hérnet P. Projektilen fardes
ratlinjigt med den konstanta hastigheten 3 laingdenheter per sekund. Under hur lang
tid befinner sig projektilen inuti parallellepipeden.

Losning. En punkt inuti parallellepipeden kan nas genom att man fran hérnet P
foljer kanten P(); sen viker av parallellt med vektorn PQ)s tillrdckligt lang for att
sedan kunna folja riktningen av vektorn PQs3 for att tillslut na punkten. Alltsa
punkten (x1, z9, x3) ligger inuti parallellepipeden, eller pa dess sidor, om och endast
om

(1,22, 23) = 11 PQ1 +t2PQo +13PQ3 dir 0<t; <1, 0<t<1,0<t;<1



Projektilen bestker punkter med koordinater (a,a,a), eftersom den avfyras fran
punkten (—1,—1,—1) i riktning (1,1,1) mot origo. Vi skriver nu (a,a,a) som en
linjarkombination

(CL, a, CL) = tl.PQl + tQPQQ + t3PQ3 = t1(2, 2,4) + tg(l, 3, ].) + t3(3, ]., 2)

vilket ger systemet, med nedanstaende tabla och 16sning:

2 1 3a 2 1 3] a 20 4] a
23 1lal|l~l0 2 =20 |~l01 =1]0
4 1 2a 0 -1 —4| —a 0 0 —5|—a
Sa
ty=2 =2 =2
T 5 P75 T

varur for a i intervallet 0 < a <5 (eftersom precis da ar 0 <t; < 1, for i = 1,2, 3),
punkterna (a, a, a) &r de punkter projektilen méter i parallellepipeden. Sa projektilen
lamnar parallellepipeden i punkten (5,5,5) och har da fran origo fardats en striacka
som #r lika med langden av vektorn (5,5,5), dvs

11(5,5,5)|| = /3(5)2 = 5v/31e.

Tiden detta tar ar da
SVAR: 5/ V3 sekunder.

. (5p) Visa att den kvadratiska formen
Q(z1, T, 73) = 327 + 225 + 373 — 4w179 — 20123 + 42073
ar positivt semidefinit, och bestdm samtliga taltripplar (x;.z9, z3) sadana att

Q(xla X2, 'I?)) = 0.

Losning. Vi beskriver den kvadratiska med hjélp av en symmetrisk matris:

3 —2 -1 T
Q(l’l,l‘z,ﬂfg) = ( Tr1 To I3 ) —2 2 2 T2
-1 2 3 T3

Egenvérden till den symmetriska matrisen erhalles fran den karakterisiska ekvatio-
nen

33— =2 -1 2—-A 0 2—-A 1 0 1
0= =2 2-2X 2 |=| -2 2-A 2 |=2-XA—-2 2-2A 2 |=
-1 2 3—A —1 2 3—A -1 2 3—A

10 0 1 0 0
2=N) =2 2=X 4=A|=(2-NA—-A)| =2 2=X 1|=(2=XE- M)\
1 24— 1 2 1




varur egenvirdena A\ = 2, Ay = 4 och \3 = 0. Med tillhérande ON-bas av egenvek-
torer €1, é; och es kan vi skriva den givna kvadratiska formen pa huvudaxelform

Q(z1, 39, w3) = 2y7 + 4y3 + 0y3

dér enligt kdnd formel

1 [ i
To | = | €1 e e3 Y2
3 . Y3

Av ovanstaende ser vi att den kvadratiska formen aldrig kan vara mindre &n noll,
och att den &r lika med noll precis da bade y; = 0 och y3 = 0, men y3; kan vara
vilket reellt tal ¢ som helst, dvs nér

frl I 0 |
i) = €1 €9 €3 0 =t €3
3 I t |

Egenvektorn e; ar en losning till systemet

3.731 — 21’2 — T3 =0
—21’1 + 2I2 + 21’3 = 0
—X1 + 21‘2 + 3133 =0

dvs finns i egenrummet Fy = span{ (1,2, —1)}, vilket ju ocksa bestér av de (x1, 29, x3)
som ger virdet noll i den kvadratiska formen.

. (5p) Du far reda pa att 3 x 3-matrisen Q &r en ortogonalmatris vars determinant ar
lika med 1, och dessutom, for tva ickeparallella 3 x 1-matriser x och y far du reda
pa resultatet av matrismultiplikationerna Qx och Qy.

Récker denna information for att kunna bestdmma Qz for varje 3 x 1-matris z?
(OBS Motivera noggrant, avsaknad av korrekt argumentering resulterar i poangavdrag.)

Losning. Svaret ar ja, och motiveringen ar som foljer. Lat e vara en vektor som &r

vinkelrdt mot bade T och ¢ och som har lingd 1. For ortoganalmatriser Q géller att
vinkeln mellan vektorernaa Qu och Qv dr densamma som mellan vektorerna u och
v samt att lingden av vektorn Qu dr densamma som ldngden av vektorn u. Alltsa
ar vektorn f = Qe en vektor av lingd 1 som ar vinkelrat mot bade Qx och Qy. Det
finns tva mojliga sadana vektorer f, vilken avgors av tecknet for det(Q).

Vi fann att informationen réckte for att bestimma Qe. Vektorerna x, y och e &r
linjéir oberoende i den 3-dimensionella vektorrummet R? och dirmed en bas for R3.
For en godtycklig vektor z i R? giller da att

7z = /\1X + /\2y + )\36
for nagra reella tal A1, Ay och A\3. Réknelagarna vid matrismultiplika ger nu att
Qz = M Qx+ Qy + A3Qe

och saledes kan Qz bestdmmas.



DEL III (Om du i denna del anvinder eller hdnvisar till satser fran laroboken skall dessa,
citeras, ej nédvandigvis ordagrant, dar de anvinds i 16sningen.)

7. Lat m beteckna planet i R? med ekvationen x; + 225 + 323 = 0 och 75 planet med
ekvationen x; — x3 = 0. Vi betraktar linjdra avbildningar A som avbildar 7; pa o,
dvs om (x1, 9, x3) tillhor m sa giller att A(zy, xq, x3) tillhor 7o, och omvént, till
varje (yi, Y2, y3) 1 mo finns (z1, 29, 23) 1 1 s& att A(zy, 29, 23) = (y1, Y2, y3). Lat A?
beteckna den sammansatta avbildningen A o A, A3 beteckna Ao Ao A etc.

(a) (3p) For vilka positiva hela tal k£ finns en linjar avbildning A som avbildar m;
pa 7y och som ér sddan att A* #r nollavbildningen, dvs A*(x1, 24, 23) = (0,0,0)
for alla (z1, 29, 23) i R?, medan A*! inte #r nollavbildningen.

Losning. Avbildningen A maste ha en icketrivial kidrna och denna kérna maste
vara innehallen i 7, annars skulle A*, for varje heltal k, avbilda A:s bildrum
o pa sig sjalv. Dimensionssatsen ger att denna kérna har dimension 1, ty om
kédrnans dimension vore storre skulle A:s bildrum ha en dimension mindre &n 2.

Vi viljer nu en bas for R? och representerar A med en matris relativt denna
bas. Vi later €; vara en bas for A:s kiirna, é; vara parallell med skédrningslinjen
mellan 7 och 79, samt €3 vara en vektor i m; som inte dr parallell med é,. Da
géller

Ae; =0, Aey = ae; +bey, Aeész=ce, +deéy

for nagra reella tal a, b, c och d, efters my &dr A:s bildrum. Avbildningen A kan
alltsa representeras med matrisen

A:

o O O
o o Q
[eoRR ST

Avbildningen A* representeras dd med matrisen

0 = Y
Ak = 0 bk Zke
0O 0 0

for nagra tal zj, v, och 2. Alltsd maste b vara lika med noll om A* #r nollav-
bildningen. Da géller

0 0 ad 000
A= 00 0 |, A =00 0
00 0 000

Om ad = 0 ar minst ett av talen a eller d lika med noll och da har A ett
nollrum vars dimension ar 2.

SVAR: Enda méjligheten ar att £ = 3.



(b) (2p) Finns det till varje linjér avbildning B fran R3 till R? en linjér avbildning A
som avbildar 7, pa m och som #r sadan att A* = B for nagot positivt heltal k.

Losning. Svaret dr nej. Lat B vara en linjar avbildning vars bildrum é&r ett
plan 7 (genom origo) som inte dr m. For att A* skall ha bildrummet 7 kan
A inte ha full rang, dvs ett bildrum som #r R3, ty da skulle dven A* ha full
rang. Men om A inte har full rang men har bildrummet 75, kommer A* ha ett
bildrum som &r en delméangd, faktiskt ett delrum, till 75, vilket inte kan vara
m, eftersom 7 och my har samma dimension.

8. (bp) Lat M,,, beteckna vektorrummet som bestar av alla n x m-matriser. Varje
n X n-matris A definerar en linjar avbildning ®5 av M, pa sig sjilv genom att
B € M, avbildas pa matrisen AB € My, dvs ®A(B) = AB. Undersék om
det finns nagot samband mellan matrisen A:s rang och dimensionen hos kédrnan till
avbildningen ®. Om ett sadant samband finns skall det anges.

Losning. For att forenkla betraktar vi det ekvivalenta problemet B € M,,,, avbil-
das pa BA. Vi later matriserna representera linjara avbidningar A resp B.

Lat ey, ..., é. vara en bas for A:s bildrum, som vi utvidgar med €,,1, ..., €, till en
bas for R™. Lat gy, ..., g, vara en bas for R™.

Avbildningen B tillhor ® 4:s kidrna om och endast om BA avbildar varje vektor i
R" pa nollvektorn i R™. Nodvandigt och tillréckligt for detta dr att

B(e) =0, B(es) =0, e B(e,) = 0.

For var och en av de 6vriga n — r vektorerna kan bildvektorn B(¢;), i =r+1,....,n
véljas godtyckligt:
B(&;) = a1;g1 + 292 + -+ + AmiGm,

dir a;; € R. (Om det kdnns bekvdmare skulle man kunna beskriva kdrnan som
bestaende av matriserna

T

0 - 0 Gups1) G

vilka bildar ett ett delrum av dimension m(n — r) till det mn-dimesionella vektor-
rummet M,,,.) Alltsa,

dim(ker(®4)) = m(n — rang(A)).



