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Observera: Generellt galler att for full poang kravs korrekta och val presenterade resonemang.

DEL I

Var och en av nedanstaende fem uppgifter svarar mot en kontrollskrivning. Godként resultat pa
kontrollskrivning nr. ¢ under varterminen 2015 ger automatiskt full poang pa uppgift nr. 7. Att 16sa en
uppgift som man pa detta sitt redan har till godo ger inga extra poéng.

1. (a)

(1p) Bestim 53'%°(mod 101).

Losning. Talet p = 101 &r ett primtal och a = 53 &r relativt primt till p sa vi kan anvénda
Fermats lilla sats och far da
1 =p ap_l =101 53100.

Sa
SVAR: 1.
(2p) Los ekvationen 43z + 12 = 53 i ringen Zyy.

Losning. Vi far till en borjan att 43x = 41. Soker inversen till 43 i ringen Zg7. Ur Euklides
algoritm far vi
97 =2-43 + 11, 43=4-11 -1,

och vidare
1=4-11-43=4(97—-2-43) —43=4-97—-9-43.

Sa 431 = —9. Till slut
A3 =41 — =431 41 = —9.41 =gy —369 =g7 19.

SVAR: z = 19.

2. (3p) Ange nedanstaende binomialkoefficient, multinomialkoefficient respektive Stirlingtal som hela

tal:

45 20
(42)’ (14,2,2,2)’ 5(8,7).

Losning. Svar och utrdkningar nedan:

45 45 45 -44 - 43
(42> ( 3 ) 123 5-22-43 =30-473 90



=10-19-18-17-60 = 3488400.

20 200 20-19-18-17-16-15
(14,2,2,2) Co141212120 2.2.2

Néar man delar in en méangd med 8 element i 7 icketomma delméngder kommer precis en av

delméngderna A att innehalla precis tva element, och de 6vriga sex delméngderna vardera pre-

cis ett element. Antalet sétt att vélja element till méngden A &r alltsa lika med

S(8,7) = <§) . % — 98,

3. Betrakta gruppen G = (Z21,+)
(a) (1p) Bestdm ett element av ordning 7 i G.
Lo6sning. Elementet 3 har ordning 7ty k-7#0for 1 <k <6 men 7-3 = 0.
(b) (1p) Bestdm en cykliska delgrupp till G med sju element.
Losning. Den delgrupp som genereras av elementet 3 har sju element:
3y ={3,6,9,12,15,18,21 = 0}.

(¢) (1p) Finns det nagon sidoklass S till en delgrupp till G sadan att S har fem element?

Losning. Nej, antalet element i en sidoklass till en delgrupp H till en grupp G ar detsamma
som antalet element i H. Enligt Lagranges sats har en grupp med 21 element ingen delgrupp
med fem element.

4. (3p) Ett RSA-krypto har de offentliga nycklarna n = 187 och e = 89. Dekryptera meddelandet 2,
dvs bestdm D(2).

Losning. Vi faktoriserar n = 11-17 varur m = (11 —1)(17 — 1) = 160. Den dekryperande nyckeln
d satisfierar d - e = 1 i ringen Z,,. Vi berdknar nu 897! i ringen Z;60:
160 = 2 - 89 — 18, 89=5-18—-1
sa
1=5-18—-89=5(2-89—160) — 18 =9-89 — 5 160.
Alltsa d = e~! = 9. Vi kan nu dekryptera:

D(2) = 2%(mod 187) = 512(mod 187) = (138 + 2 - 187)(mod 187) = 138.
SVAR: 138.
5. Den planira och sammanhéngande grafen G har noder med valenserna (graderna)
1,2,2 23,3, 3,3,4,4, 5 5, 7.
(a) (2p) Bestdm antalet omraden (regioner) som uppstar nir grafen G ritas plant.

Losning. Antalet kanter e fas ur sambandet summa valenserna &r lika med tvaa ganger antalet

kanter:
1+42+2+243434+34+34+34+44+44+5+5+7 44
e = = —_— =

22.
2 2

Eulers formel ger nu antalet omraden till
r=e+2—-v=224+2-13=11.
(b) (1p) Vilket &r det minsta antal kanter som behover laggas till for att grafen G skall fa en
Eulerkrets.

Losning. En sammanhingade graf har en Eulerkrets om och endast om alla noder har en
jdmn valens. Vi férbinder par av noder med udda valens med en ny kant. Det finns 8 noder
med udda valens och darfor fyra par av noder med udda valens, sa

SVAR: 4

VGV



DEL II

6. (3p) Bestam antalet ord av lingd 7 som man kan bilda med hjalp de sju bokstédverna A, B, C, D,
E, F och G (varje bokstav skall forekomma precis en gangi ordet) och som &r sadana att inget av
orden EFGA, ABC och BEF far finnas med som delord i ordet. (T ex sa &r ordet ABCEDFG ett
férbjudet ord, eftersom ABC &r ett delord, DFAE &r for kort och ordet AAABBBB innehaller inte
samtiga sju bokstéver.)

Loésning. Vi anvénder principen om inklusion exklusion. Lat A beteckna méngden av ord som har
ordet EFGA som delord, B méngden av ord som innehakller ordet ABC som delord och C méngden
av ord som innehaller ordet BEF. Vi berdknar nu storleken pa dessa mangder samt storleken pa
alla snitt av dessa méngder. T ex ett ord i mangden A bestar av kombinationer av ”bokstéverna”
B, C, D och EFGA och innehaller alltsa totalt 4! olika ord. Sa vi far

A =4!, |B|=|C|=5! |AnB|=2!, |ANC|=23|,
Vidare ser vi att
BnC=0, AnBNC=10
Formeln for inklusion exklusion ger nu
SVAR: 7! —4! — 5! — 5! + 2! + 3! + (0 — 0).

7. (4p) Bestam en 1-felsrattande kod C' av langd 12 sadan att C' innehaller 128 ord varav ordet
111111111111 &r ett av kodens ord samt sadan att ordet 111000000000 réttas till ordet 111100000000.

Lo6sning. Vi bestdmmer kodens kontrollmatris H. Antalet kolonner &r 12 och antalet rader skall
da vara 5 eftersom d& blir antalet ord i koden lika med 2'275 = 27 = 128. Kolonnerna i H skall
vara olika och ingen nollkolonn far finnas med. Vi arrangerar nu kolonner sé att de specificerade
orden finns med. Helt enkelt, om 111100000000 finns med i C sa réttas ordet 111000000000 till
detta ord, eftersom ordens avstand &r ett.

Lite trial end error ger nu

SVAR:
000001111110
000010101001
H=|(00 1101000100
0101 000O0O0O0O0T11
1001 00O0O0T1O0O01
8. (4p) Betrakta gruppen Sg som bestar av alla permutationer av elementen i méngden {1,2,...,8}.

Bestam antalet permutationer i Sg som har ordning 4.

Lo6sning. Ordningen hos en permutation &r minsta gemensamma multipeln av cykellingderna néar
permutationen ar skriven som en produkt av disjunkta cykler. Om en permutation skall ha ordning
4 maste den ha minst en cykel av langd 4 samt cykler av langd 2 férutom 1-cykler.

1. Vi berdknar antalet permutationer som har precis en 4-cykel: Vi skall forst vélja ut de fyra
element av de atta som skall inga i cykeln. Sen skall dessa fyra valda element ordnas i en cykel
(a1 a2 a3 a4) vilket gar pa 3! olika sitt, eftersom vi kan vélja a; som vilket som helst av de fyra
valda elementen. Sa antal mojligheter i detta fall &r

(i)-3!:8~7-6-5/4:420.

2. Vi berdknar antalet permutationer som har precis tva 4-cykler: Vi skall forst valja ut tva
delméngder med vardera fyra element. Dessa delméngder ar oetiketterade sa antalet sétt att gora

detta urval pa ar
1/8
21\4,4



Sen skall respektive delméngd med fyra element ordnas i cykler (a; as as a4) resp (by be b3 bg)
vilket gar pa 3!- 3! olika sétt, eftersom vi kan vélja a; resp by som vilket som helst av de fyra valda
elementen. Sa antal mgjligheter i detta fall &r

1 8 1
- .31.31 = Z-8.7.6- .3 =

3. Vi beraknar antalet permutationer som har en 4-cykel och en 2-cykel: Med resonemang liknande
de ovan far vi att antalet mojligheter i detta fall ar

8 4
. ' . . ' = . =
<4) 3! (2) 11'=420-6 = 2520

4. Viberédknar antalet permutationer som har en 4-cykel och tva 2-cykler: Med resonemang liknande
de ovan far vi att antalet mojligheter i detta fall &r

()51 () 1 () v

Eftersom det inte finns fler méjligheter att skapa permutationer av ordning fyra far vi
SVAR:

() e 50 ()5 (s () () v ) vesen

DEL III

Om du i denna del anvénder eller hénvisar till satser fran laroboken skall dessa citeras, ej nddvéandigvis
ordagrant, dar de anvands i 16sningen.

9. Lat sgd(a,b) och mgm(a,b) beteckna den storsta gemensamma delaren respektive den minsta
gemensamma multipeln till heltalen a och b.

(a) (1p) Forklara varfor det inte finns nigra hela tal a och b som uppfyller
sgd(a, b) = 96, mgm(a, b) = 492.

Losning. Allmént géller att sgd(a,b) delar bade a och b och att dessa bégge tal delar
mgm(a,b). Harav f6ljer att sgd(a,b) delar mgm(a,d). Men 96 delar inte 492.

(b) (1p) Lat p vara ett primtal och n ett positivt heltal. Bestdm samtliga positiva heltal a och b
sadana att

n

sgd(a, b) - mgm(a,b) = p".

Lo6sning. Varje primtal som delar nagot av talen a och b delar den minsta gemensamma
multipeln av a och b. Det givna villkoret ger alltsa att det enda primtal som delar a och/eller
b ar primtalet p. S& a = p® och b = p’, diir 0 < s <n och 0 <t < n, och

max(s,t)

sgd(a,b) = pmin(s’t) mgm(a,b) =p

och vidare

sgd(a, b)mgm(a, b) = p***.

Alltsa s+t = n. Vi far tva fall:
Fall 1: n =2k + 1. Vi far precis k mojligheter

{a,b} ={a=p°,b=p"""|0<s<k,}.

dvs k olika oordnade par av tal a och b.
Fall 2: n = 2k. Vi far ocksa i detta fall precis £ méjligheter

{a,b} ={a=p*b=p""*|0<s <k}

dvs k olika oordnade par av tal a och b, dir a = b ifall s =t = k.
SVAR: Méngderna {p®,p"°} for s =0,1,....|n/2].



(¢) (3p) Lat n och m vara tva positiva hela tal. Ge en formel for antalet oordnade par av positiva
hela tal {a,b} sadana att
sgd(a,b) = n, mgm(a, b) = m.

Losning. Antag att n och m har primtalsfaktoriseringarna

n=p{-pi resp  m=p{tplt
dér e; > 0 och f; >0 for i = 1,2,...,¢t. Som i deluppgift a) far vi att talet n delar talet m.
Darav foljer att
eigfi, i:1,2,...,t.

Vidare vet vi for tal a och b som satisfierar forutséttningarna att med

a:p-‘fl...p-tgt resp b:p}flp?f
s
e; = min{g;, h;} och f; = max{g;, h;} 1=1,2,...,t.

dvs for varje index ¢ ar antingen g; eller h; lika med e; och det andra av g; och h; lika med
fi- Vi kan anta att g = e; och hy = f;. For ¢ > 2 och for de exponenter e; och f; sadana
att e; # f; finns tva mojliga val av g;, om e; = f; finns bara en mojlighet for exponenten g;.
Totala antalet mojliga tal a och b som ger den givna storsta gemensamma delaren och minsta
gemensamma multipeln ar alltsa lika med 2 upphdjt till ett mindre d4n antalet exponenter e;
och f; som ar olika.

Lat n(q) beteckna antalet primtal som delar talet g. Da

m

—=p

fi—e1
n 1

pftTe

far vi alltsa

SVAR: Om n delar m &r antalet oordnade par av tal a och b sadana att sgd(a,b) = n och
mgm(a, b) = m lika med on(m/n)—1

10. Lat F beteckna méngden av alla booleska funktioner i de oéndligt manga booleska variablerna
Z1,Z2,.... Lat N beteckna de naturliga talen, dvs 0,1,2, ... och 1at 2N beteckna mingden av alla
delméngder till N. Lat B beteckna méangden av bijektioner fran N till N.

(a) (2p) Har F samma kardinalitet som miingden av alla delméingder till 27

Losning. En boolesk punkt P i de odndligt manga booleska variablerna kan beskrivas som
ett binart ord av oandlig langd, vilket i sin tur svarar mot en delméangd till de naturliga talen,
namligen, en etta i position 7 svarar mot att talet ¢ ingar i delmidngden Ap. En boolesk
funktion antar antingen vérdet 1 eller 0 i en punkt P, en etta svara mot att delméngden Ap
ingar i den delmingd till 2~ som den booleska funktionen anger. Detta beskriver en bijektiv
funktion ® fran mingden av delmingder av 2N till F. Sa

SVAR: Ja.
(b) (3p) Utgick pga felformulering.



