o

Fy,
ZKTHS

VETENSKAP
3@ OCH KONST 9%

™

KTH Teknikvetenskap

SF1624 Algebra och geometri
Losningsforslag till tentamen 2012-01-09

DEL A

1. Bestdm ett tredje horn, C, i en triangel ABC' i planet sa att arean av triangeln blir 10
areaenheter om A = (—1,1) och B = (2, —3). 4p)

Losning. Om det tredje hornet i triangeln har koordinater (x,y) kan vi berdkna arean
genom att anvinda de tva vektorerna som utgar fran hornet A och som har dndpunkter i
de bada 6vriga hornen. Vi far

w-os-0i=( 3)-(1)=(2)
ac=oc-oi= (1) (1)=(111)

—
Hojden i triangeln mot sidan AB ges av projektionen av AC' pa en vektor som ar vinkelrét
mot AB, tex

och

—
= a-AC,  (4)-(5H) dr+3y+1
Proj; AC = ———n = 4y — 4
7 5@ W 25 &)

dvs av

|4x+3y+1|m: |4z + 3y + 1|
25 5

Léngden av sidan dr AB ir |A_B)| = /32 + (—4)? = 5. Ddrmed ges arean av triangeln av
1'5' [4r + 3y + 1] |4w + 3y + 1|
2 5 B 2 '

Vi vill att arean ska bli 10 areaenheter, viket ger att |4z + 3y + 1| = 20. Vi kan dérmed

exempelvis vijaxz =4 och y = 1.

Ett annat sétt att komma fram till ett mojligt horn C' dr genom att se att ldingden av sidan
—
ABir |AB| = /3% 4+ (—4)? = 5. For att arean skall vara 10 areaenheter ska alltsa hojden
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mot sidan AB vara 4 langdenheter. Om vi gar vinkelrdtt mot AB fyra lingdenheter fran

A far vi . A "
OC=0A+4. —ii— Ll I G 3.
7] L) 5\3 5
Vi far darmed en rétvinklig triangel ddr BC' &r hypotenusan. (|

Svar: C = (4,1) dr exempel pa en sadan punkt. (Alla sddana punkter fas genom de (z, y)
som uppfyller ekvationen |4z + 3y + 1| = 20.)
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2. L&t V vara det tredimensionella delrum i R* som ges av 3x1 + 225 + 323 + 224 = 0 och
14t S vara mingden som bestar av féljande fem vektorer i R%.

1 1 2 3 2

0 1 3 2 -3

i =i | =2 |3 °oh 0

0 -1 -3 2 0
(a) Bestdam alla vektorer i .S som ligger i delrummet V. 2p
(b) Bestdm en bas for V' som bestar av nagra av vektorerna fran .S. 2p)

Losning. (a) Vektorn u; = [1 0 -1 O}T darmediV da
3:1+2-0+3-(-1)+2-0=0.
Av samma skil har vi att up = [1 1 —1 —1}T, ug = [2 3 =2 —3]T och
Us = [2 -3 0 O}T armedi V. Men, vektorn uy = [3 2 3 Z]T arintemediV
da
3:-34+2-243-3+2-2+#£0.

(b) Vi har att V' ar tredimensionell. Vektorerna u;, us och us ar med i V, och dessa ér

linjirt oberoende. Ty, om

auy + bUQ + cuz = 0,

da ser vi fran den sista komponentekvationen att b = (. Detta i sin tur ger att den
tredje komponentekvationen ger att a = 0. Slutligen ger cus = 0 att ¢ = 0 da us inte
ar nollvektorn. Vi har da att {uy, us, us} &r en bas for V.

0

Svar:
(a) Alla vektorer forutom den fjirde vektorn 4r med 1 V'
(b) Den forsta, andra och femte vektorn utgor en bas for V.
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3. Lat T: R? — RR? vara den linjdra avbildning som representeras av matrisen

2 1
A= {2 3} |
(a) Bestdm egenvirden och tillhorande egenrum for avbildningen 7. 3p)
(b) Bestiim en bas B for R? si att matrisen for 7 med avseende pa basen B blir en
diagonalmatris. 1p)

Losning. (a) Det karakteristiska polynomet det(A] — A) dr
A=2)A=3)—2=X =B +4=(\—-1)(A—4).

Nollstillerna & A = 1 och A = 4. De tillhdrande egenrummen &r som foljer. Egen-
rummet F; ges av

ol = bl

Eftersom y dr en fri variabel sitter vi y = t for en parameter ¢ och far att I16sningarna
dr alla multipler av vektorn vektorn [ 7'].
Egenrummet F, ges av ekvationssystemet

2 =11 [z] _ 1 —3] [=] _
1R
Aven hiir #r y en fri variabel och vi far 16sningarna som multiplerna av vektorn [} ].

(b) En bas for linjen E dr u = [_11} , ;] . Detta
ger att B = {u, v} ir en bas for R?, bestiande enbart av egenvektorer for avbildning-

en 7. Matrisrepresentation for avbildningen 7" i basen B blir da en diagonalmatris.
U

och en bas for linjen F, dr vektorn v = [

Svar:
(a) Egenviirdena idr 1 och 4, med egenvektorer ¢ [ 7|, respektive ¢ [ '], ddr ¢ &r en noll-
skild reell parameter.

(b) En bas av egenvektorer ar { {_11} , B} }
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DEL B

4. En ingenjor har vid ett experiment uppmiitt féljande virden for tre storheter z, y och z
enligt foljande tabell:

zl-1 =10 11
yl -1 1 0 -1 1
2| 3 5 4 4 7

Enligt en modell for forloppet ska storheterna uppfylla en ekvation z = ax + by + c.
(a) Med hjdlp av minsta kvadratmetoden leds ingenjoren till att 16sa ekvationssystemet
med totalmatrisen

4 0 0 3
0 4 0| 5
0 0 5|23
Forklara hur ingenjéren kommit fram till detta. 2p
(b) Vilken slutsats drar ingenjoren nér det giller vilket samband z = ax + by + ¢ som i
minsta-kvadratmening passar bist till de gjorda métningarna? 1p)
(c) Jamfor modellens viarden med métningarna och forklara vad det dr som har minime-
rats med hjélp av minsta-kvadratmetoden. 1
P)
Losning. (a) Om punkterna 1ag pa planet som ges av ekvatinonen z = ax + by + ¢ skulle
vi ha
—-a — b + ¢ =3
—-a + b + ¢c =5
+ c = 4
a — b + ¢ =4
a + b + ¢c =7

Detta ekvationssystem &r dock inkonsistent, och vi anviinder minsta-kvadratmetoden
for att fa den 16sning som ligger narmast. Om vi skriver ekvationssystemet som Az =
b fir vi normalekvationen som A7 A7 = ATb. I vart fall har vi

-1 -1
-1 1

o
|
(e}
(e}
O SO g Y
o
)
=
N &~ &~ Ot Ww
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Dérmed ges normalekvationen av

-1 -1 1 3
-1 -1 0 11 -1 11 a -1 -1 0 11 5
-1 1 0 -1 1 0 01 bl=|-1 10 —1 1 41,
1 11 11 1 -1 1 c 1 11 11 4
1 11 7
vilket efter matrismultiplikationen blir

4 0 0 a 3

040 b| = 5

0 05 c 23

(b) Losningen till normalekvationen ges av a = 3/4 = 0,75, b = 5/4 = 1,25 och
¢ = 23/5 = 4,6. Darmed drar ingenjoren slutsatsen att z = 0,75x + 1,25y + 4,6 bést
passar till de givna métdata.

(c) Det som minimeras vid minstakvadratmetoden ar avstandet mellan hoger- och vinsterled
i det ursprungliga linjdra overbestdimda systemet. I vart fall far vi nér vi sitter in
minsta-kvadratlosningen i vinsterledet

—a — b + ¢ = 26
—a + b + ¢ = 5,1
+ ¢ = 4,6
a — b + ¢ = 41
a + b + ¢ = 66
och skillnaden mot hégerledet blir

—0,4

0,1

0,6

0,1

—0,4

vars lingd 4r /0,16 + 0,01 + 0,36 + 0,01 + 0,16 = +/0,70.

Svar:
(b) Slutsatsen ir att z = 0,75z + 1,25y + 4,6 bést passar till de givna métdata.
(c) Det dr summan av kvadraterna av avvikelserna mot modellen som minimeras.
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5. Lat W = ker(T') vara nollrummet till avbildningen 7": R* — R? som ges av matrisen

1111
A=|1 2 3 4
345 6
(a) Bestdm en ortogonal bas for . 2p)

(b) Berikna den ortogonala projektionen pi W av vektorn o= [1 1 2 2] T @p

Losning. (a) En bas for W hittar vi ved Gauss-Jordan elimination. Den tredje raden i
A dr 2 ganger den forsta raden pluss 1 gang den andra raden. Om vi sedan tar och
adderar -1 ganger den forsta raden till den andra, och sedan adderar -1 ganger den
andra raden till den f6rsta far vi

10 -1 -2
01 2 3
00 0 O

Detta betyder att W &r alla ordnade fyrtippler (1, x2, 23, 4) pa formen

W = (t + 2u, —2t — 3u, t,u),
godtyckliga tal t och u. Enbas for W bliru = [1 —2 1 O]T ochv=1[2 =3 0 1}T.

En ortogonal bas far vi ved att sitta
up =u och wuy =v—proj, (v).
Projektionen proj, (v) av vektorn v ned pa vektorn u; ges av formeln

Uy -V 2+6

proj,, (v) = Wul = Tul.

Detta ger att

2 1 2
-3 4 |-2] 1|-1
Uy = -5 = ,

0 311 3 | —4
1 0 3

dr ortogonal med w;. En ortogonal bas for W ér {uy, 3us}.

(b) Den ortogonala projektionen av vektorn v = [1 1 2 2} " ned pa vektorrummet W
ges av formeln
Uy - v Ug + v
Uy Uz,
ludl> fuel[?

ddr {uy, uy} r en ortogonal bas for V. Vi viljer den ortognala basen u; = [1 -2 1 O} g
ochu, = [2 -1 —4 3}T.Detta geratt ||u;||* = 6 och att ||us||? = 30. Vi beriiknar
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attu; v =1—2+4+2=1,ochattuy-v=2—-1—-8+ 6 = —1. Detta ger att den
ortogonala projektionen av v ned pa W blir

1 2 7
o =2 1 1-1 1 ]1-11

301 1] 730 |-4] T30 1

0 3 3
[l
Svar:
1 2
.. -2 —1
(a) En ortogonal bas dr 1124
0 3
7
. .1 |—11
(b) Projektionen dr 5 1
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6. Betrakta en linjdr avbildning, 7" : R? — R?, sddan att 16sningsméngden till

ges av
7o { t+1 ]
3—t |’
dir ¢ dr en reell parameter.
(a) Bestdm nollrummet, ker (7). 2p)
(b) Bestdm bildrummet, im(7"). 2p

t+1

Losning. (a) Vihar att avbildningen 7" skickar punkter pa linjen L = [3 _y

} till punkten

E} . Detta betyder att om 2z och w ir tvd punkter pa linjen L s har vi att

-1 [{-J - .

Med andra ord ér differansen i kdrnan till 7. Differensen mellan tva punkter z =

t+1 u+1| ... . .
ochw = 3_,|Pa linjen ges av linjen

B N !

Det omvinda géller ocksa: Om z r ett element i kdrnan till 7" da har vi att z 4+ w &r
med i L, med w en godtycklig punkt pa linjen L. Detta betyder att linjen N ovan &r
kédrnan till 7.

(b) Vi har att avbildningens definitionsméngd ar tvadimensionell. Av uppgiften ovan har
vi att kéirnan dr en-dimensionell, vilket betyder att bilden &r en linje. Vi har att punkten

E} 4r med i bilden. Detta medfor att bilden ir linjen Bt} '
U

Svar:
(a) Kérnan #r linjen (¢, —t), dér ¢ dr en reell parameter.
(b) Bilden ir linjen (¢, 2t), dér ¢ &r en reell parameter.
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DEL C

7. Nér vi har en triangel i rummet kan vi med hjélp av ortogonal projektion pa de tre koordi-
natplanen xy-planet, xz-planet och yz-planet fa tre olika trianglar.

(a) Beskriv hur vi kan bestimma arean av triangeln om vi kinner till areorna av de tre

projektionerna. 2p

(b) INustrera metoden genom att berdkna arean av triangeln med horn i punktern A =

(1,2,3), B = (2,2,2) och C' = (3,1,6) bade direkt och genom areorna av de tre

projektionerna. 2p

Losning. (a) Nir vi berdknar arean av en triangel i rummet kan vi utga fran vektorerna
och v fran ett av hornen till de bada andra hornen. Arean ges sedan av halva lingden
av vektorprodukten o x 7.
Nir vi projicerar triageln pa de tre koordinatplanen kommer vi att fa motsvarande
projektioner av de bada vektorerna « och ¢ och kan sedan berikna arean av dessa
trianglar med hjilp av vektorprodukten av projektionerna.
Om vi har att

€ X2
U= | och U= |y
21 22

far vi projektionerna pa de tre planen som

s} T 0
Ugy = (Y1 ]| 5, Ugz = 01, Uy, = |1
<1 21
respektive
I ) 0
Uy = Y2, VUzz= 0 y  Uyz = | Y2
0 Z9 29

Vektorprodukten av « och v blir

T T2 Y122 — Z1Y2
UXVT= |y1| X |Ya| = | 21702 — T122
21 22 T1Y2 — Y12

och for projektionerna far vi
T T2 y1-0—=0-y 0
ﬁxyXny: Y1| X Y2 | = O'fﬂg—l'l'o = 0 R
0 0 T1Y2 — Y1%2 T1Y2 — Y12
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T _Z‘Q 0'22—21'0 0
ﬁ:cz X sz =10 X 0] = 21T9 — X121 = 21Xy — T122
21 Z9 xIy - 0—-0- i) 0
och
0 0 Y122 — Z21Y2 Y122 — 21Y2
ﬁszUyz: Y1 | X (Y2 = 21'0—0'2’2 = 0
| %1 ] | %2 0-yo—v1-0 0

Vi ser nu att komponenterna i « x v dr lika med de nollskilda komponenterna i de

tre vektorprodukterna fran projektionerna. Alltsa kan vi berdkna arean av triangeln
genom

A=A A2 A

dir A,,, A,. och A, dr areorna av de projicerade trianglarna. (Observera att skalfak-
torn 1/2 finns med pa bada sidor och att vi dédrfor kan bortse fran den.)
(b) I exemplet har vi

2 1 -1 3 1 2
u= |2 — |2| = 0 och = |[1| —|2|=]| —1
2 3 1 6 3 3
Arean av triangeln ges av
-1 2 0-3—1-(-1)
1 1 1l o—s—— 1 —= 3V3
1 3 (=1)-(-1)—0-2

Vi kan istillet projicera triangleln pa de tre koordinatplanen och berdknar areorna
med vektorprodukterna

1. -1 2 1 0 1
§‘nyxvxy|:§ O | x| —1 9 0 P
0 0 _(—1)-(—1)—0~2
-1 2 0|
1 1 1 5
1 3_ O_
och
1 ) 1 0 0 1 0-3—1-(=1)0 1
§|uyzxvyz|:§ 0 X —1 = — 0 :i
1 3 O_

Enligt formeln fran del (a) far vi nu arean av triangeln som

ORI O
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Svar:

(a) Arean ges av lingden av den vektor som har areorna av de tre projektionerna som
koordinater.

(b) Arean ir detta fall %ﬁ och de tre projektionerna har areor 3, 2 och 3.
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8. For varje heltal n > 1, 1at A,, vara n X n-matrisen med ettor pa diagonalen och superdi-
agonalen, minusettor pa subdiagonalen och nollor for 6vrigt. For n = 1 finns inga super-
eller subdiagonaler sa vi definierar A; = (1). Exempelvis &r

1 1 0 00
1 10 _1 } (1) 8 -1 1 1 00
Ag=|-1 11|, A=|"y | [ 1| 4=[0-1 1 10
0 -1 1 0 0 -1 1 0 0 —1 11
0 0 -1 1

(a) Det giller att det A,, = det A,,_1 + det A,,_5 for alla n > 3. Varfor? 3p)

(b) Berikna det A;. (Ip)

Losning. (a) Forst ett par observationer:

e Om man stryker den forsta raden och kolonnen i A,, far man A,,_;.

e Om man i stillet stryker den forsta kolonnen och den andra raden far man
en matris B,,_; som &r likadan som A, _; sanir som pa att forsta raden bara
innehaller en etta och inte tva.

Om vi utvecklar determinanten for A,, lings med forsta kolonnen far vi det A,, = 1 -
det A,,_1—(—1)-det B,,_;. Utvecklar vi det B,,_; ldngs forsta raden far videt B, _; =
det An_g.
(b) Vi kan direkt berdkna det Ay = 1 och det Ay = 1-1—1-(—1) = 2, och med
rekursionsformeln fran (a)-uppgiften far vi
det A3 =det Ay +det A; =2+ 1 =3,
det Ay = det A3 +det Ay =3+ 2 =25,
det A5 = det Ay +det A3 =5+ 3 =8,
detA6 = detA5 +detA4 = 8—|—5 = 13,
detA7 = detA6 +detA5 =134+8= 21,
det Ag = det A; + det Ag = 21 + 13 = 34,
det Ag = det Ag + det A7 = 34 + 21 = 55,
det Ajg = det Ag + det Ag = 55 + 34 = 89.

Svar:
(b) det AlO = 89.



SF1624 Algebra och geometri — Losningsforslag till tentamen 2012-01-09

9. Visa att en 3 x 3-matris A med rang rank(A) = 1 och spar tr(A) = 0 inte kan vara

diagonaliserbar. 4p)

Lésning. Om A ir diagonaliserbar med diagonalmatris D = S~'AS har A samma rang
och spar som D. Om rangen ir ett finns precis ett nollskilt element pa diagonalen av D,
men da kan inte sparet vara noll. Detta ger en motsigelse som visar att A inte kan vara
diagonaliserbar.

Vi kan ocksa se det pa foljande vis. Om en matris har rang 1 betyder det att alla rader
ar parallella och ocksa alla kolonner. Det betyder att det finns tva vektorer « och ¥ sa att
A = (@)(¥)T. For att sparet ska vara noll krivs nu att vy + usvy + - -+ + U, v, = 0, dvs
att @ - ¥ = 0. Men da ér ocksd ¢ - @ = (¥)7@ = 0. Ddrmed &r

A? = (@)(0)" (@) ()" = (vecu)(v @)(0)" =0,

vilket visar att alla egenviarden maste vara noll om A &r diagonaliserbar, men nollmatrisen
har inte rang noll, vilket ocksa ger en motsigelse. U




