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1. Bestidm de punkter pa kurvan y = dir tangenten &r ho-

x
risontell (dvs parallell med z-axeln). Bestim ocksa tangenternas
ekvationer i dessa punkter.

1 1
Losning: Vi har att (922 +1)/z = 92+ —. Lat f(z) = 92+ —. Vi ska studera kurvan
x x

1
y = f(z). Viser att f ar definierad for alla  # 0 och f'(z) = 9 — — som existerar
x

for alla x # 0. Tangenten &r horisontell precis nér derivatan &ar noll, och

1 1
f’(x)=0<:>9—§:o=>x:i—.

3
Vi observerar vidare att f(1/3) =6 och f(—1/3) = —6.
Tangenten dr alltsa horisontell i punkterna (1/3,6) och (—1/3, —6). Tangenten i den
forsta punkten har ekvation y = 6 och tangenten i den andra punkten har ekvation
y = —6.

Svar: Punkterna ar (1/3,6) och (—1/3,—6). Tangenten i den forsta punkten har
ekvation y = 6 och tangenten i den andra punkten har ekvation y = —6.

4 oVz

G

A. Anvind substitutionen u = /x fér att skriva om integralen.
B. Berikna integralen med hjilp av omskrivningen i uppgift A.

2. Betrakta integralen dx.

Losning A och B: Om vi sétter u = /x sa &r u injektiv pa intervallet [1,4] och
du = dx/2\/x och x =1 < u =1 och 2 =4 < u = 2 sa med hjilp av denna
substitution far vi att



4 oVE 2 )
dw:2/ e"du = 2(e” — e).
|z 1 (& =e)

Svar A. 2 [ e du. B. 2(e — €)

3. Bestam den 16sning y(t) till differentialekvationen y”(t) + 4y(t) = 4
som ocksa uppfyller initialvillkoren y(0) = 1 och ¢'(0) = 8.

Losning. Forst 1oser vi differentialekvationen fullstdndigt, 16sningen har strukturen
Yy = yn + y, dir y, dr den allménna losningen till den homogena ekvationen och
yp ar nagon partikulérlosning till den givna ekvationen. Vi ser direkt att vi kan ta
yp = 1. For yj, observerar vi att den karaktéristiska ekvationen 72 +4 = 0 har 16sning
r = +2i varfor yu(t) = C cos 2t + Dsin 2t, dar C och D &r godtyckliga konstanter.
Vi har alltsa att differentialekvationens allménna I6sning ar

y(t) =1+ Ccos2t + Dsin 2t,

diar C' och D ar godtyckliga konstanter som vi nu kan bestimma med hjilp av
initialvillkoren. Forst ser vi att y(0) = 1 < 1+ C =1 < C = 0. Vidare ger
y'(0) = 8 att Dcos(2-0) = 8 dvs D = 4. Losningen till initialvirdesproblemet i
uppgiften ar alltsa

y(t) =1+ 4sin 2t.

Svar: y(t) = 1 + 4sin 2¢.

d
4. Differentialekvationen d_? = _R_UC’ beskriver spidnningen u vid

tiden ¢ nidr en kondensator med kapacitans C' laddas ur 6ver ett
motstand med resistans R. Los differentialekvationen och bestim
spinningen som funktion av tiden, om R = 1, C' = 0.2 och «(0) = 10.

Losning. Med R =1 och C' = 0.2 ska vi alltsa l6sa differentialekvationen

u'(t) +5u(t) =0
som ar en homogen linjar differentialekvation av forsta ordningen med konstanta ko-
efficienter. Vi anvander metoden med karaktéaristisk evkation (det finns dven andra
metoder som funkar). Den karaktéristiska ekvationen r + 5 = 0 har 16sning r = —5

sa differentialekvationen har allméin 16sning u(t) = Ce™', dir C &r en godtycklig
reell konstant. Med hjélp av initialvillkoret u(0) = 10 kan vi nu bestdmma C' till 10



och fa 16sningen pa problemet: u(t) = 10e".

Svar: u(t) = 10e™",

5. Bestam, for varje positivt heltal n, en primitiv funktion till funk-
tionen f,, som ges av f,(z) = 2" Inz.

Losning: Vi anvénder partiell integration och far

:L.n-i—l :L.n :L.n-i—l xn-i—l
/$n111Id$= lnac—/ dr = lnz— ——=+C
n+1 n+1 n+1 (n+1)2

dér C' ar en godtycklig konstant.

pntl

Svar:De primitiva funktionerna ges av F, ¢(x) = =

konstant.

Inx— (n+1 (s +C', C godtycklig

6. Skriv upp en Riemannsumma med fyra delintervall som approx-

3
. . dt
imerar integralen 7
1

Losning. Den funktion vi integrerar ar f(t) = 1/t. Vi delar in integrationsinterval-
let i fyra lika stora delintervall med langd 1/2 = Az;. Delningspunkterna ar da
xg = 1,21 = 3/2, 29 = 2, x5 = 5/2, x4, = 3. Vi véljer att i varje delintervall ta
funktionsvéardet i den hogra dndpunkten pa delintervallet, multiplicerar detta med
delintervallets langd och summerar och far da Riemannsumman

4

> flay)Ax; = 7

1

TR

l\DIb—-*
l\Dlr—-x
l\DlP—‘
[\le—*
C»Dlr—x
DO |

Svar: 37 - T+t 55 1+ 11 (=57/60 som &r ett ndrmevérde pa integralen).

x dx
x4+ 1

o0
7. A. Forklara i vilken mening / ar en generaliserad integral
0

och beridkna den.

B. Avgor om serien Z [ ar konvergent eller divergent.



Losning. A Integralen dr generaliserad da integrationsintervallet &r obegrénsat. Det-
ta ar den enda mening i vilken integralen &r generaliserad eftersom funktionen ar
begrinsad pa hela integrationsintervallet. Med hjélp av substitutionen v = 22, déir
ar injektiv pa det aktuella intervallet och du = 2x dx och grénserna blir oférandrade,
far vi

> 1 [ 1 [ 1
/ vdr 1 / du_ _ lim / de_ _ lim —(arctan R—arctan0) = %
0 0 0

2P+l 2 1+u2 Row?2 1+22 R-2
[o.9]
Losning B. Eftersom 0 < < 1 och Z 1 ar konvergent, far vi att var serie
' T k41 7k k:lk‘3 '

ocksa ar konvergent.

Svar: A. Generaliserad pga obegrinsat integrationsintervall, integralens vérde &r
7 /4. B. Konvergent.

1/4
8. Bestdm en approximation av e dx som ligger hogst en hun-

0
dradel fran det verkliga vardet.

Losning. Med hjilp av Maclaurinutveckling vet vi att et = 1 + ¢ + %tQ for nagot &
mellan 0 och t. Genom att substituera —z? = t far vi

e =1 — 2?4 %x4

for nagot tal &€ mellan 0 och —22. Vi far approximationen

1/4 1/4 4
/ e“”zdx%/ (1—a%)dx = [x—a:3/3](1)/4: —7
0 0 192

Om ¢ ligger mellan 0 och —z? dér 0 < x < 1/4 sa dr |ef| < 3 sa felet vi gor nér vi
approximerar var integral med 47/192 ér till absolutbeloppet mindre &n

Jy* gt de = [32° /105" = i < 0.00,

1/4 . 47
SVar: Approximationen / e da ~ 109 ligger inom en hundradel fran det verk-
0

liga vérdet.

9. Bestam virdemingden till funktionen f(z) = arcsin (2% —1) +
2arccosz, 0 < x < 1.



Losning. Vi ser forst att f ér kontinuerlig pa det slutna begrinsade intervallet [0, 1].
Vi deriverar och far

, 1 1
fz) V(1T — (222 —1)2 N V1—a?
som existerar for alla 2 sadana att 0 < x < 1. Efter forenkling ser vi att f'(z) = 0
da 0 < 2 < 1 och med hjélp av detta drar vi slutsatsen att funktionen f &r konstant
pa intervallet [0,1]. Vardeméngden bestar alltsa av ett enda tal. For att se vilket
tal det ar rdknar vi ut funktionsvirdet i nagon punkt, sig x = 0. Eftersom f(0) =
arcsin (—1) + 2 arccos (0) = 7/2 far vi att viirdeméngden till funktionen f &r {w/2}.

Svar: {m/2}.




