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1. Skissera kurvan y = 26 med hjilp av ett teckenstudium av

r—1
derivatan. Bestdm alla lokala extrempunkter och asymptoter.

Definitionsméangden bestar av alla = # 1/2. Vi ser att x = 1/2 &r lodrdt asymptot

(eftersom l(ir?ﬁ f(z) = oo och 1(11}1) f(z) = —o0) och vi ser ocksa att y = 0 &r
z—(1/2 z—(1/2)~
vagrit asymptot i odndligheten (eftersom lim f(x) = 0). Vi deriverar och far (efter
forenkling)
oy e (2r+1)
)= (20 — 1)

som existerar for alla x # 1/2. Viser att f'(z) = 0 <= = = —1/2. Vi teckenstuderar
derivatan:

Om z < —1/2 sa ar f'(x) > 0 och det foljer att f &ar strangt vixande pa intervallet
x < —1/2.

Om —1/2 < x < 1/2sa ar f'(x) < 0 och det foljer att f &r stringt avtagande pa
intervallet —1/2 < x < 1/2.

Om z > 1/2 sa dr f'(x) < 0 och det foljer att f ar strangt avtagande pa intervallet
x>1/2.

Det foljer av ovanstaende att f har en enda lokal extrempunkt, ndmligen ett lokalt
max i x = —1/2. Da f(—1/2) = —\/e/2 kan vi nu skissa kurvan:
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2. Betrakta integralen / cos® xsin x dz.
w/4
A. Anvind substitutionen u = cosx for att skriva om integralen.
B. Beridkna integralen med hjilp av omskrivningen i uppgift A.

A: Med u = cosx som ér injektiv pa 7/4 <z < 7/3 ir du = —sinzx dr, v = 7/4 &
u=1/v/2 och v = 7/3 < u=1/2, och integralen Gvergar i

1/2 1/v2
/ (—u?) du = / u® du.
1/v2 1/2

B: Vi har med hjalp av substitutionen i A att

/3 1/v2 3
/ cos3xsinxda::/ wWdu=..=—.
/4 1/2 64

Svar: A.fll//zﬂ udu B. 3/64

3. Berdkna volymen av den rotationskropp som fas da omradet som
begrinsas av kurvan y = \/ze *, linjen © = 2 och z-axeln roterar
kring r-axeln.

2

Volymen ges av / 7(v/re ®)?dx och vi far med hjilp av partiell integration att
0

detta blir:

2 2 1 — e
7r/ ve 2 dr = 7[—(ze *) /25 — 7r/ —e Fdy=..=1g——.
0 0 4
1—5e*
Svar: = m————.
var ™ A

4.  Bestam Maclaurinpolynomet (Taylorpolynomet kring origo alltsa)

av grad 2 till funktionen f(z) = T

Vi deriverar och far

fl(x) = B2

och
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varur fas att f(0) = 0, f/(0) = 1/3 och f”(0) = 2/9. Det sokta Maclaurinpolynomet
ar darfor

Lo
5

wly

p(x) =

Svar: Det sokta polynomet ar p(x) = £ + ‘%—2.
5.  Betrakta differentialekvationen y"(t) — 3y/(t) + 2y(t) = 2t.
A. Bestidm den allménna losningen till differentialekvationen.
B. Bestim den 16sning som ocksa uppfyller y(0) = 3 och 3/(0) = 4.

A. Losningen ar pa formen y = y;, + y, dér y; ar den allménna l16sningen till den
homogena ekvationen och y, &r nagon partikuldrlosning. Vi soker alltsa forst vy,
allmén 16sning till y” — 3y’ + 2y = 0. Karaktiristiska ekvationen 7> — 3r +2 = 0
har 16sning 7 = 2 eller r = 1 vilket ger att y,(t) = Ce* + De'. Vi ansétter en
partikulérlésning y,(t) = at+b. Da dr y, = a och y; = 0 och y; — 3y, + 2y, = 2t <=
a =1 och b= 3/2. Vi far alltsa en partikulérlosning y,(t) = at+3/2. Den i uppgiften
givna differentialekvationen har alltsa allmén 16sning y(t) = Ce* + De! +t + 3/2,
dér C' och D &r godtyckliga konstanter.

B. Villkoren y(0) = 3 och y/(0) = 4 ger oss ckvationssystemet

C+D=3
20+D =3

med 16sning C' = 3/2 och D = 0. Den lésning som uppfyller villkoren &r alltsa

3 3

Svar: A. y(t) = Ce? + De! +t + 3/2 dir C och D idr godtyckliga konstanter. B.
y(t) = 5e* +1+35.

6. En 10 meter hog cylindrisk silo med radie 2 meter ar fullpackad.
Man antar att materialet som fyller silon har en densitet p som
varierar med héjden sa att densiteten pa hdjden x 6ver botten-
plattan ges av formeln p(z) = 100 — 2? kilogram per kubikmeter.
Hur mycket viger materialet i silon?



Dela in hojdintervallet i n stycken sma delintervall med delningspunkter 0 = zy <
r1 < Ty < ...x, = 10. Massan av den del av cylinderinnehallet som ligger mellan
xj_y och x; dr da ungefdr (100 — 23) - 2°7Axz; kg dir Az; = 2; — 251 och hela
massan ar da ungefar

2(100 —13) - 227 A

j=1
som dr en Riemannsumma. Vid obegransat forfinad indelning far vi (da funktionen
ar kontinuerlig) konvergens mot
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-10
/ 47(100 — %) do = kg.
0

dx
2+ \/z

gral och avgdr om den ar konvergent eller divergent.

[e.e]
7. A. Forklara i vilken mening / ar en generaliserad inte-
1

B. Avgor om serien Z ar konvergent eller divergent.

2+\/_

A. Integralen &r generaliserad da integrationsintervallet &r obegrinsat. Eftersom
0 <1/(a®+ x) <1/2? och [ dx/a* &r konvergent (denna integral har virdet 1)

sa foljer att/ du
) 1 552‘1‘\/_

B. Lat f(z) = 1/(2*++/x). Da éir f positiv, kontinuerlig och avtagande pa intervallet

ar konvergent.

x > 1 och enligt Cauchys integralkriterium géller da att Z ar konvergent

+\f

ar konvergent. Eftersom integralen ar konvergent

dx
2+ \/x

enligt uppgift A sa foljer av detta att ocksa serien ar konvergent.

[e.e]
om och endast om /
1

SVar: A Pga obegréinsat integrationsintervall, konvergent. B Konvergent.

8. Bestidm a € R sa att funktionen

(23 — 8) sin (z — 2)
- e

la, r=2

blir kontinuerlig. Ar f sedan deriverbar i alla punkter z € R?




Vi har att f &r kontinuerlig i x = 2 precis nér hHé f(x) = f(2). Eftersom f(2) =a

och

3 — 8)si -2 242 4) si -2
lim f(z) = lim (= ) sin (I ) = lim (+" 420 + 4)sin (z = 2) =12
z—2 T—2 (m — 2)2 T—2 (.T — 2)
sa ser vi att f ar kontinuerlig i punkten x = 2 precis néir ¢ = 12. Om vi sétter a = 12

sa ar alltsa f kontinuerlig i x = 2 och for alla x # 2 sa ar

(2 — 8)sin(z — 2)
f(a:) - (1‘ o 2)2

som ar ett elementart uttryck definierat for alla x # 2. Alltsa ar f nu kontinuerlig
for alla . Ar f deriverbar? I  # 2 &r det klart att funktionen #r deriverbar med
hjalp av kvot-, produkt- och kedjereglerna for derivator av elementéira funktioner.
Punkten x = 2 maste dock undersokas separat eftersom ndmnaren dar ar noll. Vi
far:

) tim (x2+2:17—:2;in(:1:—2) -12 (22 4+ 22+ 4)sin (v — 2) — 12(z — 2) 6
_;1;—>2 T — 2 o (.T—2)2 = =0,

dér vi har anvant 'Hospitals regel tva ganger. Vi ser alltsa att f nu &r deriverbar
overallt.

Svar: 12. Ja.

9. A. Bestidm det stérsta intervallet (0,d), med d > 0, dir funktionen
f(xz) = 2 — 42 har invers. Bestim ocksa intervallet dir inversen

f~! &r definierad.
B. Bestidm inversen f~'.

A. Viska studera f(x) = x*—42? for x > 0. Vi ser att f #r definierad och kontinuerlig
for alla sadana x och f’(z) = 42 — 8x &r ocksa definierat for alla sadana x. Vi ser
att f'(z) = 0 <= 4z(2* — 2) = 0. Lintervallet z > 0 ir alltsa derivatan noll om och
endast om z = /2. Vi teckenstuderar derivatan och far:

Om 0 <z < V2 sa dr f/(x) < 0. Det foljer att f #r stringt avtagande i intervallet
0<x<V2

Om z > v/2sa ar f'(z) > 0. Det foljer att f ér stringt viixande i intervallet 2 > /2.

Vi kan alltsa dra slutsatsen att f har invers pa intervallet (0,1/2) men att f saknar
invers pa varje intervall (0,d) dir d > /2. Eftersom f(0) = 0 och f(v/2) = —4 &r

inversen definierad pa intervallet (—4,0).



B. Vi berdknar inversen, genom att 16sa ut = ur ekvationen a* — 42? = y, dér vi har
0 <& <2 och —4 < y < 0. Eftersom ekvationen #r en andragradsekvation i 22
far vi med pg-formeln att 2> = 2 + /4 + y dar vi maste vilja den negativa roten.

Eftersom x &ar positivt far vi sedan x = /2 — /4 +y, dir —4 < y < 0. Det vill
saga:
' y)=1/2— 4+, —4 <y <0,

Svar: Storsta intervallet ar (0,+/2), inversens definitionsméngd &r (—4,0) och in-

versen ar f~1(y) = /2 — V4 +y.



