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1. Avgér om funktionen f(z) = ze /2 antar nagot storsta respektive

minsta virde. Bestam i sa fall dessa.

Funktionen &r definierad for alla x och lim, .4 f(x) = 0 (standardgriansvérde). Vi
deriverar och far (efter forenkling)

fll@)= (1 —a?)e ™/
som existerar for alla z och &r lika med 0 om och endast om = = +1. Vi teckenstud-
crar derivatan och ser att
om x < —1 sa ar f'(z) <0 och f alltsa stringt avtagande,
om —1 <z < 1saéar f'(x) >0 och f alltsa strangt vixande,
om x > 1sadr f'(x) <0 och f alltsa striangt avtagande.

Det foljer av ovanstaende att f antar sitt minsta virde i z = —1 och sitt storsta
virde i © = 1. Funktionens minsta virde #r alltsa f(—1) = —e /2 = —1/,/e och
funktionens storsta virde dr f(1) = e /2 = 1/4/e.

Svar: Storsta vérdet dr f(1) = 1/4/e och minsta virdet &r f(—1) = —1/+/e.

¢ (Inz)?

2. Betrakta integralen dx.
x

1
A. Anvind substitutionen u = Inz for att skriva om integralen.
B. Berikna integralen med hjilp av omskrivningen i uppgift A.

A. Med u = Inz som é&r injektiv blir du = dz/x ochz =1 u=0o0ch z =e &

u =1 och vi far
e 1 4 1
/(nx) dmz/ ut du.
1 T 0

B. Vi berdknar integralen i A och far




Svar: A. fol utdu. B. 1/5

e +e .
3. Beridkna lingden av kurvan y = ——, 0 < 2 < 1. Om du viljer

att rdkna ut en integral, forklara varfér den integralen ger lingden
av kurvan!

For forklaringen, se boken sid 334-336. Med f(x) = (e* + e %) /2 ar f'(z) = (e* —
e *)/2 och ldngden av kurvan ges av

[ vrmmre- [(57) - [ 5w e e
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Svar:

4. Berdkna arean av det begrinsade omrade som innesluts av kur-
vorna

y = /2, y = —+/x och linjen y = z — 2.

Skdrningspunkterna mellan kurvorna fas da +y/x = x — 2. Vi kvadrerar och far
andragradsekvationen x = 22 — 42 + 4 som ér ekvivalent med 22 — 5z + 4 = 0 med
16sningar * = 1 och x = 4. Vi ser att linjen med ekvation y = z — 2 skar parabeln
y = —/x i punkten (1,—1) och linjen skéir parabeln y = /2 i punkten (4,2). Den
sokta arean blir darfor

/'1 2\/5dx+/1.4(\/5— (€ —2)de=..=.

0

Svar: 9/2

5. A. Bestim Maclaurinpolynomet (Taylorpolynomet kring origo
alltsa) av grad 2 till funktionen f(x) =In(1+ z).
B. Berikna med hjilp av svaret pa uppgift A ett ndrmevirde till
In1.1.
C. Avgor om ditt ndrmeviarde har ett fel som till absolutbeloppet
ar mindre &n 0.001.



A.Vi deriverar och far f'(z) = 1/(1 + z) och f"(z) = —1/(1 4+ z)? och f"(z)
2/(1 + x)* som alla #r kontinuerliga fér x > —1. T origo far vi f(0) = 0, f/(0) =
och f"(0) = —1 sa det sokta Maclaurinpolynomet ar alltsa

1

2
x

p(z) =z — o

B. Eftersom Maclaurinpolynomet approximerar funktionen fér x nara noll far vi att

0.12
In(1.1) = f(0.1) ~ p(0.1) = 0.1 — —— = 0.095.

2
Ett ndrmevarde till In(1.1) &r alltsa 0.095.

"
C. Enligt Taylors formel far vi att felet f(0.1) — p(0.1) = fg—('g)O.l3 for nagot tal €

mellan 0 och 0.1. T det aktulla intervallet &r | f”(£)| < 2 och alltsa ér absolutbeloppet

2 1
av felet hogst 50.13 =3 0.001 som ar mindre &n 0.001.

Svar: A. p(z) =z — % B. 0.095. C. Ja.

6. Utslagsvinkeln a i en plan pendel uppfyller differentialekvationen

d*a ,

el + T sina = 0,
dir a méts i radianer, g dr tyngdaccelerationen och L dr ldngden av
traden. For sma utslag brukar man géra approximationen sin o ~

a. Da far man den linjdra ekvationen

d*a g

— + -a=0.

az T
Los denna linjira differentialekvation och bestim pendelns
lige efter en sekund, om L = (0.2 meter och om pendeln i

startogonblicket har utslagsvinkeln 3° (dvs 7/60 radianer) och
hastigheten 0 m/s. Réikna med att tyngdaccelerationen g &r 9.8
m/s%. (Ur Persson och Bdiers: Ouningar i analys i en variabel)

Ersétter vi g med 9.8 och L med 0.2 far vi diffekvationen o (t) 4+ 49a(t) = 0. Den
har karaktiristisk ekvation 72 449 = 0 med l6sningar r = 47i sa diffekvationen har
alltsa allmén 16sning

a(t) = Acos Tt + Bsin Tt,
diar A och B &r godtyckliga konstanter. Med hjalp av initialvillkoren kan vi nu
bestdmma konstanterna. Att hastigheten dr noll i startogonblicket betyder att o/ (0) =



0 vilket ger att B = 0. Den andra villkoret, a(0) = 7/60, ger att A = 7/60. Vart
initialvardesproblem har alltsa 16sningen

at) = g—o cos Tt.

Vi ser att pendelns lége efter en sekund approximativt &r

a(l) = g_O cos 7 radianer.

Svar: 5 cos T radianer.

7.  A. Ar det sant att Ze“/E < / le“/E dx for alla heltal n > 17
k=1 0

o0
B. Ar serien Ze‘ﬂ konvergent?
k=1

A. Med f(z) = e V® sa ér f definierad och kontinuerlig pa = > 0. Vidare ar
f'(x) = —e™V®/2\/x som &r definierat och negativt for > 0. Det foljer att f &r

strangt avtagande pa intervallet x > 0. Summan i uppgiften kan skrivas Z f(k)
k=1
och for varje k géller, eftersom f ar strangt avtagande, att f(k) < fkk—l f(x)dz. Det

foljer att Z e~ Vk < / eV dx for alla heltal n > 1.
k=1 0

B. Var funktion f ovan ar kontinuerlig, positiv och avtagande pa intervallet x > 1.
o

Enligt Cauchys integralkriterium &r Ze_\/% konvergent om och endast om den
k=1

o
generaliserade integralen / e~V® dx &r konvergent. Vi beriknar integralen med
1

hjdlp av substitutionen u = /x och partiell integration och far att

o0 o0 4
/ eV dy = / 2ue “du = ... = —.
1 1 €

Integralen &r alltsa konvergent och da maste serien ocksa vara konvergent.

Svar: A. Ja. B. Ja.



8. A.Lat f(x) = %, for x # 0, och f(0) = c¢. Hur ska konstanten c
viljas for att f ska bli kontinuerlig i x = 07
B. Om c viljs som i uppgift A, finn f/(0) och f”(0).

A. Funktionen f dr kontinuerlig i origo om och endast om lim, .o f(z) = f(0).
Eftersom f(0) = ¢ och lim, o f(x) = 1 (standardgrinsvirde) sa ska vi viillja ¢ = 1
for att f ska bli kontinuerlig i origo.

B. Vi beréknar forst f'(0). Vi far

- sinh _ i — _ B3 5\
£(0) = lim fFO+h) = FO) _ }T N Y e R et /64 O(h®) — h

- =0.
h—0 h h—0 h—0 h2 h—0 h?

Alltsa dr f/(0) = 0. For andraderivatan gor vi pa liknande sétt:

1—h2/2+0(hY) — (h—h3/6 + O(h%) 1

hcosh —sinh — 0

" R B . h(
PO T E

Alltsa ar f"(0) = —1/3.
Svar: A. ¢c=1. B. f/(0) =0, f”(0) = —1/3..
9. A. Lat C vara en cirkel kring origo i ry-planet med radie R. Lat

P : (z¢,y0) vara en punkt pa C. Visa att cirkelns tangent i punkten
P har ekvationen zzo + yy, = R°.

2

B. Lat E vara ellipsen ac_z + Z—z = 1 och lat P : (x,yy) vara en
a

punkt pa F. Visa att ellipsens tangent i punkten P har ekvationen

TTo YYo

@ T Tt

Vi 16ser forst uppgift B. Implicit derivering m a p x av sambandandet

ger

2v  2y(z)y'(z)
P A
Om vi hér substituerar xy for x och loser ut y'(zg) sa far vi (om yo # 0)

= 0.

Satter vi in detta i enpunktsformeln for tangentens ekvation far vi



:170b2

— Y= ——(r—2
Y Yo y0a2 ( 0)
vilket ocksa kan skrivas
TZo YYo -
@t Tt

Dérmed &dr uppgift B 16st. (Losningen géller dock bara de punkter (xg, yo) dér yo # 0,
men om yo = 0 sa a4r x¢g = a och den lodrata tangenten kan skrivas x = a vilket ar
det vi skulle visa i detta fall)

A. Om vi i 16sning av uppgift B ovan sédtter a = b = R sa har vi ocksa visat uppgift
A,



